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die auf die Hauptachsen x, y bezogenen 
Trägheitsmomente des Trägerquer- 4 
schnittes (cm) 
der polare, 11111 den Querschnitts-
schwerpunkt S bezogene Trägheits-
radius des Trägerquerschnittes 
Querschnittsfestwert 
der in Richtung der y-Achse positiv 
gezählte Abstand des Schubmittel-
punktes M vom Schwerpunkt S 
der Saint-Venant'sche Torsionswider-
stand des Trägerquerschnittes 
der auf den Schubmittelpunkt M bezo-
gene Wölbwiderstand des Trägerquer-
schnittes 
der Elastizitäts- bezw, Schubmodul 
des Trägerwerkstoffes 





( cm6 ) 
(Kp/cm2 ) 
(Kp.cm2 ) 
die Torsionssteifigkeit (Kp.cm2 ) 
die Wölbsteifigkeit bezüglich des 4 Schubmittelpunktes M · (Kp.cm) 
der in Richtung der positiven 
y-Achse positiv gezählte Abstand-
des Lastang,iffspunktes vom Schwer-
punkt (cm) 
die in Richtung der positiven y-Achse 
positiv gezählte Exzentrizität der 
Normalkraft von der Trägerschwerachse . (cm) 
die in Richtung der positiven y-Achse 
positiv gezählte Höhe des Aufhänge-
punktes über der Querlastangriffs-
linie (cm) 
die in Richtung der negativen y-Achse 
positiv gezählte Ausmittigkeit der 
Normalkraft von der Schwerachse 
(bei flächenartigen Trägern) (cm) 
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die in Richtung der negativen y-Achse 
positiv gezählte Höhe des Lastangriffs-
punktes über dem Schubmittelpunkt 
(bei flächenartigen Trägern) (cm) 
die in Richtung der negativen y-Achse 
positiv gezählte Höhe des Aufhänge-
punktes über der Querlastangriffs-
linie 
(bei flächenartigen Trägern) (cm) 
die Intensität .der.kritischen, gleich-
mässig verteilten .Querlast 
(~k bei flächenartiien Träg~rn) (Kp/cm) 
~ie kritische Normalkraft (Pk bezw. 
Pk als Druckkraft ist positiv einzu-
setzen) 
das unter der kritischen Belastung 
auftretende, auf die Querschnitts-
achse x bezogene Biegemoment 
iKp. cm)-als ~unktion von z. 
ideale Kippsicherheitszahl 
(Kp) 
Alle übrigen Grössen, die in der nachfolgenden Arbeit ausserdem 




1, Einleitung und Problemstellung 
Der Beurteilung der Stabilität von Baukonstruktionen kommt 
auch im Massivbau immer grössere Bedeutung zu, Die Entwicklung 
des Spannbeton- und Fertigteilbaues trägt dazu bei, dass unter 
optimaler Baustoffausnutzung noch schlankere Bauteile ausge-
führt werden, ~ährend bei traditionellen Ortbetonkonstruktionen 
ausser einfachen Knickproblemen kaum Fragen der Stabilität 
auftreten, ist dies bei Fertigteilkonstruktionen durchaus der 
Fall, Als Beispiel sei das Kippen hoher Profilträger als Dach-
binder erwähnt, 
Besondere Aufmerksamkeit ist der Beurteilung der Sicherheit 
gegen Auskippen der Träger im Montagezustand zu widmen, Im 
Montagezustand ist die Bedingung der starren Torsionsein-
spannung an den Balkenenden (Handbedingung für den Fall Gabel-
lagerung) meist nicht erfüllt, Daher sind die aufgehängten 
Träger auf Kipyen mehr gefährdet als die gabelgelagerten, 
Unter der Ann„hme vollständi,c: elastischen Materials wurden von 
zahlreichen Forschern fur die üblichen Lagerungsarten (Gabel-
lagerung mit oder ohne Endscheiben und Einspannung) Formeln 
angegeben, die eine Beurteilung der KipJ•sicherheit ermöglichen, 
Hierzu vergleiche man [1], [2], [3], [4], [5], [6], [ 7] und [8], 
Irn letzten Jahrzehnt wurden zur Beurteilung der Kippstabilität 
von Balken im Montagezustand einige Lösungen~röffentlicht, 
die strenggenornmen nur fur aurgehängte Balken mit Hechteck-
quen~chnitt Geltung haben, Eine für einen beliebig geformten 
Querschnitt allgemeingültige Lösung liegt nicht vor, 
CSONKA [9] ermittelte. die Kipplast eines an einem Punkt aufge-
hängten geraden Trägers. In einer anderen Veröff~ntlichung ~o] 
untersuchte er das Kipp-~roblem eines an seinen Enden aufge-
hängten Balkens. Das Kippen des in zwei symmetrischen, sonst 
aber beliebigen Punkten aufgehängten geraden Stabes wurde von 
BOLCSKl:<.I [11] behandelt, Später untersuchte LEBELLE [12] das-
selbe Problem, MÜLLER veröffentlichte in [13] die Arbe~t von 
LEBELLE in einer zusammengefassten Form, PETTEFISSON [14] unter-
suchte den Einfluss der Aufhängung auf die Kipplast gerader 
https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201904231240-0
- 2 -
Balken mit rechteckigen Querschnitten; er fuhrte durch 
Abminderungskoeffizienten die kritische Last eines aufgehängten 
Balkens relativ einfach auf den Fall des gabelgelagerten 
Balkens zuruck, LEBELLE und PETTE.RSSON versuchten ebenfalls 
durch Faktoren den Einfluss der Querschnittsform auf' die Kipp-
last zu berücksichtigen. Diese Beiwerte dürfen jedoch nur für 
!-Balken angewendet werden, 
In keiner der erwähnten Abhandlungen ist der ungunstige ßin-
fluss einer axialen Druckkraft auf' die kritische Last eines 
auf'gehängten Trägers behandelt. 
Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, allgemeine Lösungen zur 
Ermittlung der Kipplast der an ihren Enden auf'gehängten, geraden 
Träger .mit beliebi,11: geformten, einfach. symmetrischen, dunn-
wandigen, off'enen QuerRchnitten aufzuzeigen, Als Belastung wird 
gleichmässig verteilte Streckenlast mit gl~ichzeitiger ~irkung 
einer exzen tri s'chen Norma.i. kraft ar,genommen. 
Der Einfluss von starren Endscheiben an den Stirnflächen d~s 
Trägers auf' die Kipplast wird ebenfn]ls untersucht, und die ent-
svrechenden Lösungen werden abgeleitet. 
Anschliessend wird die Übertragung der gewonnenen,· theoretj sehen 
Ergebnisse auf baui,raktische Konstruktionen aus Stahl und Stahl-
beton itezeigt. 
Zur Lberprüfung der abgeleiteten Lösungen werden mehrere l'lodell-
versuche mit aufgehängten Trägern durchgeführt, Als Werkstoff 
wird Aluminium verwenrlet, Die Ver\uchsergebnisse werden eben-
falls mitgete1lt und mit den theoretischen werten verglichen, 
Im Anhang wird an Hand von Zahlenbeispielen die Anwendungs~eise 
der verschiictenen Kippgleichungen erläutert, 
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2, Grundgle i chuniren des Kipp-l'roblems 
2,1 Voraussetzun~en 
Gegenstand dieser Untersuchung ist ein gerader Träger mit 
gleichbleibendem einfach-symmetrischem, dünnwandigem, offenem 
Querschnitt ( Bild 1), Es wird vorausgesetzt, dass der ~erhstoff 
dem HOOKE'schen Elastizitätsgesetz folgt, die Verformungen des 
Trägers sehr klein sind und die Querschnittsfigur des Trägers 














Bild 1: Querschnitts formen 
l 
X 
Es w1rd ein rechtwinkliges Koordinatensystem x, y, z verwendet, 
dessen z-Achse mit der Trägerachse und dessen y-Achse mit der 
Symmetrieachse des ·Trägerquerschnittes zusammenfallen, Die Be-
lastung ist durch Querlasten mit oder ohne exzentrische 
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Axialkräfte vorgeg_eben, Alle Lasten sind in der Symmetrie-
Ebene des Trägers wirksam und erzeiigen in dieser Ebene eine 
Verformung der Trägerachse, vor\ der vorausgesetzt wird, dass 
sie klein bleibt und vernachlässigt werden darf, 
Der positiv gewählte Wirkungssinn der Lasten ist in Bild·2 
dargestellt, Die Grössen e und a werden in Richtung der. 
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Die Querlasten behalten ihre Wirkungsrichtung während des Aus~ 
weichens bei, dagegen verschieben sich die Angriffspunkte mit 
den Querschnitten. Andererseits sollen alle Lastenverhältnis-
gleich anwachsen bis zum Eintritt des Kippens, 
-




Vk die Kippsicherheit. Es besteht also bei derV1c-fachen Last 
ein indifferentes Gleichgewicht. 
Bs wird vorausgesetzt, dass die Querschnittsfigur des Trägers 
beim Ausweichen unverändert erhalten bleibt, so dass die den 
Beginn des Ausweichens kennzeichnende Verformung durch die un-
endlich kleine Verschiebung u des Querschnittsschwerpunktes 
s . -
in Richtung der x-Achse und durch di·e unendlich kleine Ver-
drehung der Querschnittsfigur in ihrer Ebene festgelegt werden 
kann. Die positiven werte von us und r.p sind in Bild 2c ange-
geben. 
Die Aufhängung des Trägers kann in verschiedenen Arten er-
folgen. Die üblichen Aufhängemethoden sind in Bild 3 schematisch 
dargestellt. Bei der ersten Aufhängeart (Bild 3 a) wird der 
Träger an seinen Enden in 2 Punkten derart aufgehängt, dass die 
Aufhängeseile an jedem Rand in einer vertikalen Ebene liegen. 
In diesem Fall unterliegt der Träger nur der Wirkung der vor-
handenen Querbelastungen. Führen hingegen die Aufhängeseile zu 
einem über der Trägermitte (z =i) liegenden Punkt ( Bild 3b), 
so wird der Träger wegen der Schräglage der Aufhängeseile zu-
sätzlich durch eine eventuell exzentrische Längskraft bean-
sprucht, die leicht aus der Kräftezerlegung in der y-z-Ebene 
bestimmt werden kann, In den nachfolgenden Untersuchungen wird 
die Aufhängev~rrichtung als starr vorausgesetzt, In Wirklichkeit 
wird die Verbindung des Trägers mit dem Drehpunkt der Aufhängung 
- dies ist meist der Kranhaken - durch die mehr oder minder 
elastische Aufhängevorrichtung hergestellt. Der Einfluss der 
Elastizität der Aufhängevorrichtung auf die Kippstabilität 
der aufgehängten Träger ist bereits von LEBELLE [12] und KLANG ~5] 
behandelt worden. Der letztere zieht die Schlussfolgerung, 
dass die Elastizität der Hängeseile bei einer Trägeraufhängung 
nach Bild 3 a und 3 b für die Praxis meist vernachlässigbar 









A ~ AufhÖngepunkt 
II 2 
Mx (z J = 1j- (z I - z2) 
Bild 3a Aufhängung mittels Seile 
_____ --· A J Pr Aufhi!ngepun•r 
y ----- __ ;:-)+~',, 1 
. - - // . ' 'j 
---- // 1 ',-.j 
,,., / 1' _I 
-,/<-------1/2 
Mx (z) = Po+ f (z/ -z2J 






(+ / / \ 
I p \ (Normalkraft) 
::_~ (+ r~----~ . 
+-
s 






.....--+----, \H~-------, + 1---+--L_ _____________ _ 
/d / \ e 
1 T 7:CT1'--IT r·1-E-J -r::rI'J-'=1 
-x r t - -·\ - - -c - - - - - - _j_ -
• I '• \.,1 ... ,1 
Bild3d Aufhängung mittels Schlaufen 
[ d <. f < (d+HJ] i f = theor. Authängenöne 
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llio l!oh„nl1uc cler Aufhä „ 
. n)?:epunkte uber d1,n L11stangriffspu 1 
w 1rtl durch tlen Abst ancJ f r t l . , n Hen 
es .v;e egt, wobei f in Uichtung der 
poa1 t1,·rr1 )'•Achs<' positiv ··11 . ,. gezn1 t wird ( Bild 3c), 
t:im• rlritt" ,\ufhtin11:cmö.v;lichkoit kommt bei der Verlegung von 
t·.,rt t,hnutri 1011 im Industrie- und Hochbau in fra.<"c, 1,oLe-
dio Trn,:or•nn 2 Rundstnhlschlnufon nngehoben werden (Btid 3d) 
In <lioaem t"nll niuss m1111 die llnstizität der ,\ufhängeschlöufen • 
borucka1chliJ!'.en, Dieses Problem ist ebenfnlls von KLANG [1s] 
unter 1111ch l "ordf!n, Dur eh lsinführung einer reduzierten ,\uf-
hnnp: t•huhe k1111n die Kipf•Stnbilitiit beurteilt werden, wie bei 
der ubl1chnn Annnh i me e ner stnrren Aufhnngevorrichtung (Vergl. 
) . 
:?.:? Uiffrrr1,tinlFlf'ichuugrn des Kipp-Problems 
Hit den tn, Vc,rzt>ich11is tler verwendeten Abkürzun.gen festge-
lc,,:ten Bt-zrichnun.cron lnute11 die D,Gln, des Kipp-Problems [1],[b] 
III/ ., , 2 " 
- EC,.,CI' + Glr <J - -.i.,.,P 'I' Cf -
I 
Y , r'. { M ' (n') f; J y_ Ci. m, 
l(~ X )( 'J' + y l',j ,S 
E] 1 ,.., // 
- .,.~<f rV.,;.~~ + v„i f e C:f -=- o 
+ EJ LI VII - El u''"-t j .,,~ J ~d M_.. 9' )" + v"i p u/ • o 
wobei die Striche Ableitungen nach z bedeuten, 
(,f) 
(2) 
()i„ nl lx1•m„int> Lö11u1111: cler 1teko1,pelten l),.Gln, vierter Ordnung 
( II und (:.:?) enthalt ncht lnteitrntion!!konstanten, An jeder der 
b"1<.h!II Grrnz1•11 z • 0 und z a 1 des Integrationsbereiches stehen 
virr lln11<lb••din,:1111xen zur v„rfuxuniz;, Die vier Randbedingun~en, 
die nn jrtlrm tlrr beiden Tr~1terenden vorzuschreiben sind, be-
Ritzen fc>l,rencl" formen (t>] : zur Kennzeichnunic der Handwerte 
wtrtl drr Ze1,:er r ein,refuhrt) 
n) Vor,:rschrieben wircl eine beRtimmte Querverschiebung u 11 ,r 
11 .... (l11er11chnitt-Sch..-crr,1mktos nls iz;eomotrische Handbe-
. ·. . ver-
d t np;un, odrr nhl'r - wonn der Schwerpunkt seitlich tret 
Rchlobbnr ist - t11e dynamische Handbedingung 







b) Vorgeschrieben wird eine bestimmte Querneigung u' 
s,r 
der Endtangente der Trägerachse als geometrische Rand-
bedingung oder aber - wenn die Endtangente seitlich 
verdrehbar ist - die dynamische Randbedingung 
EJ U I/ II M 
- ~ YH 'P,. - V" t,r <f>r = o 
'l S,r I (4) 
c) Vorgeschrieben wird ein bestimmter Drillwinkel <p,.. der 
Querschnittsfigur als geometrische Randbedingung oder 
aber - wenn die Querschnittsfigur in ihrer Ebene frei ver-
drehbar ist - die dynamische Randbedingung 
III 2 Q/ IQ / 
EC"" g:. -,. EJ., Y,., St:- - Efy y11 U51 ,.. -+ V.C r;. Mt,r g,,.. + 
+ yk p if p/ - G.Tt ~ I : 0 (5) 
I 
d) Vorgeschrieben wird ein bestimmtes Verwölbungsmass ~ des 
Trägerquerschnittes als geometrische Randbedingung oder 
aber - wenn die Querschnittsebene frei verwölbbar ist - die 
dynamische Randbedingung 
2 // EC // I:.J II EJ f.)_ M (f,.. -t i;:; y ~ ~ - 't Y.., ;,- = 0 (6) 
Da sich die direkte Integration der D.Gln. des Kipp-Problems 
nur in einfachen Fällen durchführen lässt, bedient man sich 
bei den allgemeinen Aufgaben besser der Energiemethode. 
2.3 Energiemethode zur Lösun~ des Kipp-Problems 
Die potentielle Energie der am belasteten Träger wirksamen 
inneren und äusseren Kräfte ändert sich an der Stabilitäts-
grenze beim Übergang von der geraden Gleichgewichtslage zur 
benachbarten deformierten Lage um den Betrag 6.n , der 
nach Zusammenfassung der linearen und der quadratischen Anteile 
in der Form 
= 
dargestellt werden kann, 
Der quadratische Anteil 
(7) 
(12n ~ , der für die Stabilitäts-
prüfung der geraden Lage von Bedeutung ist, setzt sich aus den 
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zusarrunen, wobei A• die Form-
änderungsarbeit der unendlich kleinen, beim Übergang von der 
geraden Lage zur deformierten Lage von Null anwachsenden Zu-
satzspannungen·, A ... .,. die Formänderungsarbeit der in der geraden 
Lage schon in voller Grösse vorhandenen, beim Übergang zur de-
. . ....... 
formierten Lage nicht mehr geänderten Grundspannungen und A 
den Verlust an Arbeitsvermögen der äusseren Kräfte bedeuten. 
Da nicht nur die gerade Lage, sondern auch die deformierte Lage 
eine Gleichgewichtslage ist, ·muss die erste Variation der 
potentiellen Energie sowohl für die gerade als auch für die 
deformierte Lage versc~winden. Das energetische Indifferenz-
kriterium fordert demnach .die Erfüllung der Gleichung 
(6) für alle zulässigen Variationen. 
2.31 Ableitung des energetischen Indifferenzkriteriums 
für aufgehängte Balkenträger 
Die Formänderungsarbeit der Zusatzspannungen unter Vernach-
lässigung der Biegeschubspannung und der sekundären Wölbschub-
spannung betragt nach [1J 
A"' = lfl[(ECM-+ EJ1 i 2 ) <:pqz_,_ E,Ty 
0 z 
+ G lt <;p' J dz . ( 9) 
Da die Verformung der Querschnitte beim Kippvorgang als eine 
Verschiebung und nachfolgende Verdrehung um den Schwerpunkt 
aufgefasst wird, beträgt die Dehnung eines Faserelementes 
nach 
e. = 
Für die Formänderungsarbeit des Grundspannungszustandes 
A"~ = - j f o E c:/F dz 
u= ~ + M ... k y 
F lx erhält man mit 
,2 ,2 2. 11 
US + "f; tp g,' -+ 2 M"," u5 'J' -,. 
+ M~,c r; 9'" Z ] 





S 32G ; / v, 
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'11-** Der Verlust an Arbeitsvermögen der äusseren Kräfte A wird 
unter Zuhilfenahme geometrischer Vorstellungen ~ie folgt ent-
wickelt ( Bild 4). 
Den Übergang von der geraden Lage I zu der deformierten 
Lage II denke man sich in zwei Schritten durchgnführt. Beim 
ersten Schritt wird der Träger gemäss der Funkt~on us = us (z) 
seitlich ausgebogen und beim zweiten Schritt wird er gemäss 
der Funktion~~~ (z) verdrillt, Bei diesem Ausweichvorgang 
erfahren die Lastangriffspunkte Querverschiebun.11:en u (z), 
- p 
die sich durch die Beziehung 
Up(Z) ::. ~ (Z) - e <;f(Z) 
beschreib~n laDSCn, Die auf dem Grundriss projizierte Last-
angriffslinie nimmt bei Lage II einen gekrümmten Verlauf an 
(Bild 4 b), Die Resultierende aller Lastelemente pk dz bei 
Lage 11 liegt offensichtlich ausserhalb der Symmetrie~Ebene 










an stelle Bild 4 










r bJ Grundriß 
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In bezug auf die Aufhängepun.kte würde die Resultierende pk 1 
ein Drillmoment von der Grösse pk 1 .• ~ erzeugen, wobei 
XR den in den Grundriss projizierten Abstand des S~hwerpunktes 
der gekrilm~ten Lastangriffslinie von der Trägerlängsachse z be-
deutet. Nun herrscht jedoch kein Gleichgewicht, weil die Auf-
hängepunkte - wie vorausgesetzt - nicht in der Lage sind, 
Torsionsmomente aufzunehmen. Daher muss sich die Lastangriffs-
linie bei Lage II seitlich so weit verschieben, bis die Re-
sultierende aller 0:uerlasten wieder in der Symmetrie-Ebene y-z 
liegt. Jetzt befindet sich der Träger in Lage III. Das Quer-
verschieben jedes Lastangriffspunktes um den Betrag XH bedingt, 
dass jeder Querschnitt ein und dieselbe zusätzliche Verdrehung 
( <p ·= const) erfahren muss (Bild 1.ia), Die Endquerschnitte 
(z = o, z = 1) müssen sich u~ die Aufhängepunkte als Drehpole 
verdrehen. Die Lastangriffsr:unkte an diesen Stellen erfahren 
infolgedessen eine seitliche Verschiebung von der Grösse {~ 
(Bild l.i a). 
Durch Gleichsetzen XR = f l.f) < -12.) 
ergibt sich die zusätzliche Verdrehung ~ des Trägers. 
Die äussere Querlast pk leistet mit den lotrechten Ver-
schiebungskomponenten der Lastangriffspunkte infolg~ Ver-
drehung der Querschnitte <J> (z) die Arbeit :} pk ej Cp2 dz 
• 
und infolge der zusätzlichen Verdrehung der Querschnitte 1./J 
die Arbeit :} pk 1 f lj/~ (Bild l.ia). 
Daher erleidet die Que:i;-last pk 1 im ganzen Träger den 
Potentialverlust 
l Z 2 
A •** = - ( J t; e / Cj dz -1- j /;ff<µ ) 
0 
(.13) 
Die über die Trägerlänge gleichförmige Verdrehung 1/J löst im 
Träger keine zusätzlichen Verformungen aus. Das bedeutet, dass 
keine zusätzliche Formänderungsarbeit geleistet wird. 
Die energetische Forderung {8) lautet nun: 
,f f l ( ,, 2 z ,, 2 q z ,, ,, b [ 2 0 E(M Cf + Efy , '.f + E{ u5 - 2 EJY >;, u5 'f -+ 
, 2 ,2 'D ·2 ,2 " ,z 
+ (jJ;. 'f' _ ~ ~ - "" lp ff.J - 2 ~ 11 '1s sP - t1x,r r:... <f -
~ e <J> 2 ) dz f /; / f 'f) 2 J = o (,i/t) 
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Die der gesuchten, kleinsten Kipplast zugeordnete Kippfigur 




= lL a. f. (Z) 5 ' 1 i- 1 ( 15) 




= L ck 9K (z) 
fl•1 
( lb) 
mit k = 1,2,3 • • • • • • • • • • • • • • • • • • • n 
Hierin sind ai , ck unbekannte Vorzahlen. Die Funktionen 
fi (z) und gk (z} sind so zu wählen, dass sie die vorge-
schiebenen Randbedingungen des Problems erfüllen. Setzt man 
(15) und (16) in (14) ein, führt anschliessend die Integration 
durch, und differenziert nun das Integrationsergebnis der 
Reihe nach partiell nach den Vorzahlen ai ; ck, so gelangt 
man zu ( m + n) linearen Gleichungen. 
Die Minimumforderung (8) erfüllt man dadurch, dass man die 
erhaltenen liniaren Gleichungen verschwinden lässt. 
ö( szn ) 
0 ( 17) =-o a; 
'.)(ö2 n) 
= 0 o Cl< ( 11:l) 
Damit erhält man ein homogenes Gleichungssystem. Soll dieses 
eine von der trivialen Nullösung verschiedene Lösung für die 
Unbekannten ai , ck haben, wie dies dem unendlich kleinen 
Ausweichen des belasteten Trägers entspricht, so muss seine 
Koeffizientendeterminante verschwinden. 
Die Gleichung = 0 
stellt demnach die Kippbedingung dar und dient zur Be-
rechnung der gesuchten kleinsten Kipplast. 
( 19) 
Der aus (1?) erhaltene Wert für die kleinste Kipplast nähert 
sich um so mehr dem theoretisch strengen Lösungswert, je 
besser sich die durch die Ansatzfunktionen (15) und (lb) festr 
gelegte Kippfigur der theoretisch strengen anpasst. 
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2.32 Ableitung des energetischen Indifferenzkriteriums für 
aufgehängte, flächenartige Träger ( Eiy = 00) 
Flächenartige Träger ( Bild 5) zeichnen sich durch sehr grosse 
Biegesteifigk~it Eiy im Vergleich zur Torsionssteifigkeit 
Glt aus, Erhalten ferner die freien Längsränder eines flächen-
artigen Trägers Druckspannungen, so darf man die Querver-
schiebung des Schul:Jmittelpunktes M·vernachlässigen ( ~:: o), 
so dass die Bicgesf;eifigkeit Ely :00 einzusetzen ist. 
Die Formänderungsarbeit setzt sich dann nur aus der Wölb-
und Torsionsschubarbeit zusammen. 
= 














Wird zunächst die Querschni t tsverformung beim K iJ,pvor gang 
als eine Verschiebung und nacnfolgende Verdrehung um den 
Schubmittelpunkt aufgefasst, so nimmt Gl, (10) folgende Form 
an: 




Bei flächenartigen Tr~gern ( Bild 5) lassen sich die Energie-
Ausdrucke vereinfachen, wenn das in Bild b dargestellte Be-
zeichnungssystem eingefuhrt wird, Hierin ~erden die Lasten und 
die geometrischen Grössen mit Quer„trich versehen, um eine Ver-
wechslung mit den ubl:ichen Bezteichnungen zu vermeiden, 
+7 
+d 








Mit <:r = 
Ji_ MJt,IC y 
F J, 
und C nach 
ca. ( 21) wird 
..... j{ - 2 ,2 .z „2 A = - f ( 1; ~ Cf r l; 'f </1 + 
.. 
- Cf „ 2 M,k rx ) dz 
I 
Der Potentialverlust beträgt (Bild 71 
....... ,,-- lz 
A == - ( 2 frc J j (.JJ dz I -/{- z +- 2 I: l.fl ) 0 
wubci d die Höhe des Lastangriffspunktes ~ber dem Schub-
mittelpunkt bedeutet. 
d 
j ~kdz 1 -
1 -· - 1 _z 
,/..- d o- cos <JJ::::1 2 d·!I 
\ 
\ \ 5 X 
~\ 




Bild 7. Laslsf:>nkung infolge Vf:>rdrehung <j) (z)um M 
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Die energetische Forderung (8) lautet nun 
"f1c '' 2 ' 2 6 f 2 ECM Cf + GJt (f 
• 
- Z 2 
7; ~ ep" -
- ,2 2 Mr, r ~ (p + fv'l,,1e t": fO, 2 X T 
- J .f / l cpz] = 0 
. 2 , 2 
lp cp 
- 2 
-t d ep ) clz -
Nachdem die energetischen Indifferenzkr·iterien ( 14) und 
(24} 
(24) für die aufgehängten Träger entwickelt wurden, soll im 
folgenden für verschiedene Lastfälle und Randbedingungen die 
Kipplast bestimmt werden. 
Zur klaren Kennzeichnung der Randbedingungen wird von den in 
DIN 4114 angeführten Kennwerten ß und ß
0 
Gebrauch gemacht, 
ß gibt den Grad der ~lastischen Einspannung gegen Verbiegung 
umd die y-Achse an. 
ß = 1 bei gelenkiger Lagerung um y-Achse 
ß 0,5 bei voller Einspannung 
ßo stell~ das Nass der Verwölbung des Endquerschnittes 
in Richtung der Tr·ägerachse dar. 
ßo 1 bei freier Verwölbung des Endquerschnittes 




3. Aufgehängte Trä~er ohne Endscheiben an den 
Stirnflächen ( · ß = ß • .. 1 ) 
3.1 ~leichmässig verteilte Querlast 
3.11 Allgemeiner Fall 
Es muss vorweg darauf hingewiese.n werden, dass die in den 
D.Gln_,·(1) und (2) auftretenden Grössen u:s (z) , ':f'Cz) 
n_icht dieselbe Bedeutung haben, wie d_iejenigen, die im ener-
getischen Indifferenzkriterium (14) vorkommen. Nach der Gleich-
gewichtsmethode stellen us (z), <J' ( z) die .Gesamtverformungen 
des T~ägers von der unverformten; gerade~ Lage I zu der de-
formierten Endlage III dar. Hingegen beschreiben us (z),~(z) 
laut-der im Ab,l\chn, 2,3 c1ngefü}lrten energetischen Überlegungen 
' die Te~ldeformationen des Trägers von der gera4en Lage I zur 
deformierten Zwischenlage II (vergl. Bil.d 4), 
Um eine Verwechslu~g auszuschalten, werden die Gesamtver-
formungen mit us
0 
(z) und ~.(z) bezeichnet, wobei gemäss 
Bild 4. folgende Bezeichnungen gelten: 
= 
: <f ( 1.) 




Dementsprechend sollten die in den D,Gln, (1) und (2) und 
:l,n den.Randbedingungen (3) bis (t>) vorkommende Yerformungs-
grössen den Fusszeiger o erhalten, 
Für Träger ohne Endscheiben an den Stirnflächen gelten ge-
mäss DIN 4114 ß= 1; (3.'= 1, 
Es gelten folgende geometrische Randbedingungen für die End-
querschnitte ( z = 0 ; z = l ) 
"51) = (t- + f!) 'f ( 27) • 
Cf,: ':. '+' 
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Die ·dynamischen Randbedingungen (4) und (6) können 
wegen Mx,r = o in :folgender Form geschrieben 
" Uso - YM c.po q = o 
·v2 h 
ECH Cf." -t EJy 'M ~ 
Daraus erhält man 
" Uso -= 0 
' 
1/ 
{Po = 0 
werden: 
Die Randbedtngungen (27) .und (28) s:j.nd vop den folgenden 
Lösungsansätzen.erfüllt: 
Uso. ( Z) = ti an s,'n nTTZ (t+ e) l/J , n• 1 -l 
" 
'f o ( Z) ... L Cm s ,;, m71?, y 
"'.' l 
Wegen der Symmetrie des Systems und der Belastung kommen 
nur die symmetrischen Glieder der Ansätze (29) in Frage. 
Beschränkt man sich auf die ersten zwei Glieder der 
trigonometrischen Reihe, so kann man für u 
s 
( z) und S, ( z) 
schreiben: 
Us ( z) C" [~ $In 7TZ + La sm 37T"Z T J T ' 
y> ( z) '; c" s,"n rrz + c„ ..ri11 37TZ 7 T 




Da XR die Lage des Schwerp_unktes der gekrümmten Angriffs-
linie definiert (Bild 4b), folgt aus statischen Momenten 
,( [{ I XR 
- 7 "s dz fl.j (p d7 ' L • 
und aus der Bedingung ( 12) :)CR = f yJ 
. { 
e j' lf = ,{ j cJ dz 
.Lf lJJ dz. .(31) {f •. s 
Mit den gewählten Ansätzen (30) erhält man den endgültigen 
Ausdruck für 'f/ in der Form. 
ec- -t 
. ,, 
! ( 32) 
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Für das Biegemoment gilt.· 
Mx, k = 2.i Pk ( l 2 .) z. - z ( 33) 
Setzt man die Lösungsansätze (30) und die Ausdrücke (32) 
für 'jl und ( 33) für M k ·in ( 14) ein, führt ansehliessend die 
x, 
Intßgration durch und differßnziert nun das Intßgrationser-
gßbnis der Reihß nach par~iell nach dßn Vorzahle~ a 1 , c 1 , a 3 
und c 3 , so gelangt man zu 4 linßaren Gleichungen, Durch Er-
füllung der Minimumforderungßn (17) und (18) erhält man ßin 
homogenes Glßichungssystem, 
Dißse Gleichungßnhabßn aber nur dann eine nicht triviale 
Lösung•'mit a 1 , c 1 , a 3 , c3 f_o, wßnn die Detßrminantß der 
Koeffizißnten verschwindßn, d,h, 
k11 K12 K13 . K14 
K21 K22 K23 K24 0 1:::,.. 
-
K31 K32 K33 K34 
K41 K42 K43 K44 
(34) 
Aus der Kippbedingung Ä = o können die kritischen Werte pk 
der Belastung bßrechnet werden., 
Die oben stehenden K-Werte haben im vorliegenden Fall 
folgendß Bedeutungen: 
ku = 11" EJr 4 k L3 zT -rrZ ' 1( + 
k,2 -= K r/' ,7 
2 Z. 4 . {? 
=- - -z EJ y. + P.J (7T + ,() + -z 1:. e 2/ Zf r 11 J< Z4 ß 7T k. f 
K,3. k = 4 L: 3/ 371z /; + • 
/(" .. I( = 3 t;_Lz + .!f.. Lz e 
. I 4( 




= ,r~ (c-C,.,, -t- E=J 1.2) + Irz C,Jt - f?l r (J{_ i.) 
Z{ 3 1 M 2 L k X Z4 8 
- eL e L,lz f?J s!z 
i 2 1T "' f 




„ I< =- + AS" n{r - .!f.. f.'l 1/ 42 32 -lj,_ -x 3yZ t f 
-=- + a11r" El !L z /; L J 
2{ r srr f 
, 
:, 
* z z /, Lz k ::: _ 81 JT EJ y + 1:L ( 37T-+ -1) -1- 1 f. .e. , 
l/3 2 f2 y M k. . 8 1f gr,-2 k. .f 
p . z 
= + 8.1..!! (EG + EJ )/ )· + E7T (iJ; - /-1/!? z / 3 "1 '/' '"1 2f t: 2 
_ b{ rJ( (61T 2_ A) _ 4 „ h[ -e 2 
li:. 8 8 911"' -1/<. { 
Die Bestimmung der kritischen Last pk aus der Kippbedingung 
(34) ist sehr langwierig und zeitraubend. Daher begnügt man 
sich mit Näherungslösungen, soweit die Genaui~keit der Ergeb-
nisse unwesentlich beeinträchtigt wird. (vergl. Abschnitt 
3.13) 
Es gelingt eine geschlossene Lösung zu finden, wenn folgende 
einfache Lösungsansätze gewählt werden: 
"s ( z ) = [~ s,n JG. , 
- L {35) ~ ( z.) CA si"n U l 




„ 0 (36) 
K21 K22 




+ 2 ] J -
0 ( 37) 
oder in einer für den praktischen Gebrauch besser geeigneten 
Form 
Ir.)] + 
Die kritische Last für einige Sonderfälle soll aus der 
allgemeinen Gl, (38) abgeleitet worden, 
1, Sonderfall: Gabellagerung ( f = oO ) 
( 38) 
Hierin liegt der Aufhän~epunkt, der ebenfalls den Drehpol des 
Endquerschnittes des Trägers darstellt, ·im Unendlichen, Das 
bed_eutet, dass eine Verdrehung der Trägerquerschnitte an den 
Stellen z = o ; z = 1 nicht mehr möglich ist, was dem Fall 
einer Gabellagerung entspricht, 
Setzt man f =00 in Gl, (38) ein, so nimmt die Kippgleichung 
die einfachere Form an: 
21b o, 281 ~ + 
- ( 2312, ;13 
E J.,. (·-1'3, 94c; rJ( + 2l/,352 e - s2, 3i-1,) ft:L2-
E:.Cl/Jt -+ 2lfo, 35 C:,J"t t:J1 )::: o . (39) 
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WITTE gibt in seiner Dissertation [81 eine Gleichung zur Be-
rechnung der Kipplast gabel.crelagerter Balken an. Durch Er-
weiterung ~einer Gleichung mit 4 und Ausfuhrun& einiger Um-
formungen erhält man bei Pk = o; MA= MB= o Gl. (39) • 
2, Sonderfall: Rechteckquerschnitt (rx = yM = CN = o) 
Ferner wird angenommen, dass die Ouerlast (z.B. Ei&engewicht) 
im Schwerpunkt jedes Querschnittes an1sreift, d.h, e = o i,st, 
Die Kippgleichung (38) lautet dann 
rf t' 0,2 87-
yJt 
Mit der Annahme Glt 
0 
00 ergibt sich 
Ely.f 
pk = 120, 17 
~ ( '* 1) 
Für einen aufgehängten Balken mit quasi w6lbfreiem Hecht-
eckquerschnitt '<ann die l<ritische Last pk auch nach CSONKA [101 
ermittelt werden. Er gibt aus der Lbsung der D,-Gln, des 
Kipp-Problems für diesen einfachen Fall folgende Gleichung 
c,/L 2 84 -t 




Vernachlässigt man die Summanden von kleinem Einfluss auf 





Gl, (43) stimmt mit Gl, (41) überein, die mit Hilfe der 
Energiemethode abgeleitet wurde, 
LEBELLE [12) hat denselben Fall wie CSONKA, behandelt. Er 
gibt die Kipplast in der Form 
P.. == 
" 
46 y;;- I E J q J {3 y t 
an, Zu, Erleichterung der Auswertungen ist der Parameter 
gegenubcr einer Hilfsgrösse 4f/L · J' EJ1 / yJt in seiner 
Arbeit graphisch dargestellt worden, 
(44) 
Um die Übereinstimmung der Gl. (44) mit Gl, ( 40) überprüfen 
zu können, muss diese Hilfsgrösse zahlenmässig angegeben 
1"..erden. 
1/4 
o,4 E und f 
wird Lf{/t. · ( E J'/ / GJ t-
Aus [12, S, 826] liest man o( 
ergibt sich aus (44) 
und aus Gl, (46) 
n : ,14, 304 Tk 
pk = 14,332 
( für schmales Rechteck) , 
o, 20 l 
= 0,632 
o,8 ab. Die Kipplast 
Damit ist die Übereinstimmung der Gl. (44) mit Gl. (40) 
nachgewiesen, 
Ferner erkennt man die Tatsache, dass die Energiemethode 
etwas.höhere Werte liefert als die Gleichgewichtsmethode, 
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3. Sonderfall: Unendlich grosse Biegesteifigkeit (EI y zOO) 
Unter dieser Annahme vereinfacht sich Gl. (37) zu 
Es lässt sich zeigen, dass GI. (45) in sehr einfache Form 
übergeht, wenn die Bezeichnungen gemäss Bild b eingeführt 
werden. Im ~ie Transformation von einem zum anderen Bezeichn~ngs-
system in übersichtlicher Weise durchzuführen, werden die bei-






















59---------::.--..1,_ __ x 
M ------
y 




Es ergeben sich folgende Gleichungen: 
pk /\ i\ = A -- a = a 
- pk 
A-
= pk e = d - yM (4b) 
f A f 
-
Nach Einführung (46) in Gl. (45) erhält 
2 
man 
.,,.2. -rri'(Z E:..C,_. + G Jt 
~=,z--------~---~a~z--
o,sns (2Y"1 -rx) + cl. + ~8105 f 
3.12 Sonderfall : EI y : r;ß 
(47) 
Hierin braucht man nur einen Lösungsansatz für die Querschnitts-
verdrehung 'f anzunehmen, Man wähle den folgenden 3-gliedrigen 
Ansatz 
(J' ( z) = c.., sin 1!..Z + c
3 
s,'n 3 lTZ r 
L T (48) 
Die Be,stimmungsgl.eichun!!: ( 31) für y.> lautet dann 
- L tr f <f d-z, ( 49) 
Analog dem allgemeinen Fall lässt sich die gesuchte Kipp-
bedingung ableiten, die in folgend~r Determinanten-Form 
geschrieben werden kann. 
Kll K12 K13 
.6.. = K21 K22 K23 = 0 (50) 




l<,z „ k = 2/ 
'K 
= K = 13 JI 
~2 
.,., 
Sonderfall: d = o, CM= o 
Unter den Annahmen, dass die Last im Schubmittelpunkt angreift 
und die Verwölbung des Querschnittes vernach_lässigt ist (z.B. 
bei 'v-förmigen Querschnitten), ergibt die Kippbedingung 
(50) 
p • 1,097 
- r X 
( 51) 
Es sei hierbei erwähnt, dass die Kipplast nicht mehr von der 
Aufhängehöhe f beeinflusst w:j.r.d, wenn die Last im Schubmittel-
punkt angieift ( ~ = o), Die Erklärung dafür liegt darin, dass 
bei der Annahme EI y =· 00 der Schubmittelpunkt den Drehpol 
des Querschnittes darstellt. Daher leistet die im Schubmittel-
punkt angreifende Last keine äussere Arbeit, die durch die Ver-
drehung des Querschnittes bedingt ist. 
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~ird vereinfachend der Lösungsansatz (48) auf die ersten zwei 
Glieder beschränkt, d.h. 
-+ c, -!,·,1 3112 
" T ( 52) 
so lässt sich die Kippbedingung: in einer geschlossenen Form 
angeben wie folgt: 
Ä -\ •u 
- K21 ···1 .. K22 ( 53) 




oder in einer :für den praktischen Gebrauch besser geeigneten 
f:orm: 
Sonder:fall: d = o ,' CM „ o 
Gl.(55) ergibt hier:für 
( 5b) 
Zur Überprü:fung der Richtigkeit der Gl, (5b) ateht die Ver-
öf:fentlichung von MEISS.NER [7] zur Verfügung, Hi~rin wurde 
eben:falls der Ansatz (52) zugrunde gelegt. Nach langen 
Zwischenrechnungen lässt sich seine Lösung für den Fall 
Ely • 00 und bei Vernachlässigung der Querschnittaverwölbung 
wie :folgt schreiben (Bezeichnungen gemäas Bild 2) : 




mit 'B -= (lr 2 - A \ !.'lt 
3 / 2 
..J - ( ~ 11"~ A) ~ .t ( 3 U"~ '9 ~ + Z e 







~ach Einführung der Bezeichnungen gemäss Bild 6 nimmt die 
obige Gleichung für den Fall d = o folgende Form an:. 
(57) 
Damit ist die Übereinstimmung der Gl, (56) mit Gl, (57) 
nachgewiesen. 
Um später im Abschn, 3,13 die Brauch~arkeit der ver~chiedenen 
gewonnenen Lösungen beurteilen zu können, wird auch der ein-
gliedrige Ansatz·· 
_CJ'(Z). = c.., si n 7T2 T ( 5b) 
herangezogen, 
Die Kippbedingung lautet: 
Daraus·folgt 
+ GJ-t (59) 
+ cf -+ o, 8-tos cl2 
+ 
o,sns (2Y,_. - ~) 
Diese Gleichung stimmt mit Gl. (47) vollkommen überein. 
Gln. (47) und (59) sind aus verschiedenen energetischen 
lndifferenzkriterien abgeleitet worden. 
Sonderfall: d = o, CM= o 
Gl, (59) ergibt hierfür 
(60) 
Die Brauchbarkeit der verschiedenen abgeleiteten Formeln 
wird im nächsten Kapitel i,13 .eingehend behan~elt. 
-3,13 Genauigkeitsbetrachtungen 
Es ist zwischen 2 Querschnittstypen zu unterscheiden. 
Zu Gruppe I gehören, die Baikenträger mit Rechteckquer-
schnitten bezw. mit T- und 1- Profile.n, Bei diesen Quer-
schnitten erweist sich der eingliedrige Ansatz (35) zur 
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13ustu1,n1unir der Kippla8t als au.sreichend genu)!. Aus der zuge-
höriitt>n Lüsunir ( V)) erhii.lt .nan für ciuasi wölbfreie Querschnitte 
e tJ = Z8, 9 \fE~r GJt-
(61) 
nach TIMOSl!f.Nl\O [ 1t] 
e, L3 : 28,J tf E:J„ 4Jt 
(b2) 
Hierbei betrii11:t die ,\b1<eichunir zwischen der Ene'rgiemethode 
( Gl, h 1) und der Gleichgewicht11methode (Gl. b2) 2, 12 %, 
ßei T- oder I-Uuer8chnitten lnsscn Ver,leichsrechnunyen fest-
stellen, dnss der ein.v:liedri.~e A,1satz (35) ausreichend genaue 
Erg:ehni sse ;1,ur ßcrechnun,r der Kip1,lnst liefert. (Abweichung: ca, 
3 % ) • llicrzu vcrii:lr.iche man llei spiel 1 und 2, 
Schliesslich zieht man die folirende Schlussfolgerung: 
IHe Kipplast der nufirehänv:ten Hnlk<>nträii:er rler Gruppe I darf 
mit 11:enul!'ender Gennui•keit aus Gl, (1H) ermittelt werden. 
lur Gru1 po II ii:ehören <lie fliichenartigen Trä.11:er mit in 
Aild 5 dnrii:estellten UucrMchnJtten, Für den Fall J = o, 
CM = 0 l äs„ t "'ich die Kipf gleichun.ir in folgender Form 
11chrt>iben: 
_ lz 4Jt-
Mk Rr o<. = 8 = ZY11 - rx 
(63) 
wobei 0( einen Beiwert darstellt, der vom verwendeten An,;atz 
nbhii11g1 ir ist, o< ist der Tafel I zu entnehmen, 
TnfPl I 
An8ntz Abbruchfehler o<: in % 
Cf • c; ,;,, lf' ~, 155 aus Gl. ( bO) 96,J 
~ .. <;, 1,·,, ? + 1 ,;,, J,P 1,215 aus Gl. (56) 10, 7 ( 51) 0 
'f ,. ~J,i, f ... ~,inp +'j.s,i, {[1' t ,0 97 tlUII Gl. 
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Als Grenzzustand betrachte man den Lastfall eines konstanten 
Biegemoments. Aus der strengen Lösun11: [ 16] ergjbt sich unter 
den vereinfachten Annahmen EJy = 00 
' 
ECM = 0 das Kippmoment 
Mk = 1,0 
.. GJt (b4) 
21._.. - rx 
Daraus erfolgt, dass der in Gl. (63) auftretende Faktor 
auf jeden Fall grösser als l sein muss, soweit die ~uer-
belastung im Schubmittelpunkt· an11:reift. 
Ferner _erkennt man aus Tafel I, dass der ein•liedrige Ansatz 
(35) oder (5H) völlig unbrauchbare Ergebnisse liefert. Hier-
bei beträgt der Abbruchfehler ca. 96 %. Hingegen beträgt die 
Abw4;ichung ca. 1 i %, wenn der Bestimmung der Kipplast ein zwei-
-gliedriger Ahsatz zugrunde gelegt wird. Die Zahlenrechnungen 
zeigen, dass in Wirklichkeit' der Abbruchfehler viel kleiner 
ist, wenn der Lastangriffspunkt mit dem Schwerpunkt zusammen-
fällt. Im Beispiel 3 beträgt die Abweichun!l nur ca. 2,4 %. 
Nun kann man die zweite Schlussfolgerung ~iehen: 
Die Kipplast der aufgehän,ten, flächenartigen Träger der 
Gruppe II darf mit ausreichender Genauigkeit aus Gl. 155) 
bestimmt werden, soweit die Annahme Eiy = oO · Gültigkeit hat. 
Dies wird im nächsten Kai:>itel 3,d4 weitgehend untersucht. 
Könnte von der Annahme Eiy = 00 kein Gebrauch.•emacht werden, 
so müsste die Kipplast: .zumindest aus der 4-reihiii:en Determinante 
(34) ermittelt werden. Das ist der Fall bei flächenartigen 
Trägern, we'hn die freien Längsränder Zugspannunge':1 erhalten 
(Bild 1 c - d), Glücklicherweise besitzen solche flächen-
artigen Trä11:er enorme Kippsicherheit; Daher kommt die Kipp-
untersuchung solcher Fälle praktisch nie in Frage (vergl. Bei-
spiel 4). 
3,14 Untersuchung der Gt.iltigkeit der-Annahme Eiv = 00 
Um die Grenzen des Gültigke~tsbereiches der vereinfachten Ah-
nahme Eiy = oO festzustellen, sollte man die Kippbedingungen 
(34) und (53) miteinander vergleichen. Dabei ist es praktisch 
unmöglich, einfache Regeln in übersichtlicher ~eise herzu-
leiten. Deshalb begnügt inan sich mit einep, 1\'äherun.,zsverfahren, 




dieses Verfahren niedrigere werte für die obere Grenze des 
Gültigkeitsbereiches. 
Als Ausgang dieser Untersuchung dient die quadratische 
Gleichung {37) mit f = 00 und e = o • Sie kann nun in der all-
gemeinen Form 
« ({ L / + ß ( 1'ic l ) + f 
geschrieben werden, 
Darin bedeuten 
2 2 ; ;2 o<: = _j_(7Tr EJy ZIJ 
ß = ,r " [ (lrz - A) !,< Bl 3 2 
'( ir' ( ..,,.z = -- - EC11 + {f/2 [Z 




Im allgemeinen lässt sich die Lösung einer quadratischen 
Gleichung durch eine unendliche Reihe wie folgt ausdrücken: 
(1; /J =- - f ( A + .> + z J..2 + 5 ).3 + . - .. ) 
mil- )., = o< O / f} 
, 
( 66) 
Andererseits nimmt Gl, (65) unter der Annahme Eiy =ex:> 
folgende Fprm an . ( /[J = - r 
Gl, (66) kann demgemäss in der Form 
= /L ( A+). z ~ +2)\.+SJ+ .... ) (67) 
geschrieben werden. 
Nach Einführung der Abkürzungen für c,(.. 
l z( 1Tz f:C,.. G J"+ "\ ß 
und "'( wird 
.>. - o, "'' rz·EJf + ~ J 
- - ( A,Al/4~ r"' - 4128"lß Yi-t)2 (68) ,. 
Die Kipplast pkl nähert si.ch um so mehr dem Grenzwert pkl 
(bei, Ely = eo ) , j~ kleiner der.'.). - Wert ist~ Im Grenzfall 
verschwindet..)., wenn Eiy eine unendliche Grösse erreicht, 
Es ist bemerkenswert zu erwähnen, dass.A bei d~ppelt-
symmetrischen Querschnitten den Wert 00 annimmt, weil 
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rx = YM = o ist, Das bedeutet, dass die in (67) auftretende 
Reihe nicht mehr konvergiert, 
Nun sollen die ). - i.erte für V -förmigen und für '-'-förmigen 
Querschnitt ausgewertet werden, 
Für den dünnwandigen, V- förmigen 0uerschni tt gelten fol:,i:eude 
Beziehungen (Bild 9) 
Y1w1 = h , r-,c b 1. 2 =- - h 3 
Jy = 4'3 t S b 2 J1: :: 2/3 St i c...., = 0 , 
~ ':, 3f1 E 
-Somit lässt sich Gl. (oH) in der Form 
([ Z(t-)z A =. - ~V. 1,) h (69) 
schreiben, wobei 
?ev 0,0200 für b/h = 1,0 
= 0,0040 1,5 
= 0,0010 = 2,0 




Für den dünnwandigen, flachen'-/ - Querschnitt (b/h > 3,0) 
lauten die Querschnittswerte (Bild 10): 
=- .a h A5 
= o/'3 t b3 
0, 00508 
'2. . 2. 
r = - k -o 19 h = - Q. )( h , '1 
Jt _, 2/3 b t3 
t h2 b3 
, 




mit X = 
,._; 
= 





für b = 3 h 
= 3,5 h 










Beschränkt man sich auf die ersten zwei Glieder der Reihe 
(67) und lässt einen Fehler bis zu ca. 5 % zu, dann muss 
folgende Bedingung erfüllt werden: 
rL )2 ( !.h)z. L s ~ - Aoo a<. ' 
oder in zweckmässigerer Form 
7 · ( 71) 
"-;? ist der Tafel II oder aus Bild 11 zu entnehmen. 
T a f e 1 II 
V-förmige Querschnitte ..._,,-förmige Querschnitte 
b/h ""2 b/h 7 
1 2,5 3 360 
1,5 12,5 3,5 830 








,t / / 
... 
.Q / / 




I I 1 
I / 
I 7 
I 1/ - ! 
n - Werte n:ich (}U7~_J j j -; 1 
I 








/ 1 Bild 11 7l, - Werte 
1 I 
zur Bestimmung des Gültigkeitsbereiches 
der· Annahme E J = o::> y 
0 1.0 · 2.0 3.0 
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Durch Vergleich· der 1- Werte ist zu erkennen: 
Je flacher der Querschnitt, umso grösser ist der Gültig-
keitsbereich der Annahme Ely = oO • Während bei schalen-
förmigen Querschnitten die Verg~eichsgrösse l(l/n )2 ( t/hJ7' J 
für die in der Praxis vorkommenden Abmessungen scheinbar im 
gültigen Bereich li9gt, mag es für V-förmige Querschnitte mit 
b/h notwendig sein, den kleinsten Grenzwert '2= 2,5 näher 
zu untersuchen. In der Baupraxis schwankt 1/h mei'stens zwischen 
15 und 25, während t/h einen beliebigen Wert zwischen 1/12 
und 1/20 annehmen kann. Als Mittelwert wähle man 1/h := 20, 
t/h = 1/15. Das Vergleichsmass beträgt 1 1 78 ( < 2,5). 
Das heisst, der mit der Annahme Ely = 00 verbundene Fehler 
überschreitet nicht den festgelegten Grenzwert ( 5 %). Ver-
gleichsrechnungen zeigen, dass dieser Fehler noch kleiner ist, 
als oben geschildert wurde. Ein ähnliches Ergebnis wird er-
halten, wenn der Fall eines Balkenträgers unter dem Angriff 
eines konstanten Biegemomentes dem Vergleich zugrunde gelegt 
wird. Denn es ist möglich, für qiesen Fall eine strenge 
Lösung in sehr einfacher Form zu bekommen. 
Nach [16] lautet ~ie Lösung: 
z 
11" 2 Z 2 Mk + -p. ( 2/1-1 - rx) Mk - ( C:iJt + E-C1-1 l)r,. .. o .,<72> E:Jr 
und bei E: Jt = 00 wird 
tv1 4Jf + 
'E.Ct-1 1T Yr1 
:. ( 73) 1c. 
2 YM rx 
Nach ähnlichem Vorgang erhält, man für .A analog Gl. (68) 
l-z. C'It -,. 7r-z. EC1::1) ). = _ _ lT_z_(.;__EJ_t ___ L_1 _E_J1 __ 
( r,,_ 2 Y...,) (74) 
Für den V-förmigen Querschnitt 
".) =. 
' 
( 7 5) 
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für b/h 1,0 
= 1,5 
= 2,0 
Nimmt man einen Fehler.bis 5 % in Kauf, so erhält man eine 
ähnliche Bedingung wie folgt: 
L 7 (76) 






Aus Tafeln II und 1i1 kann man feststellen, daes bei den-
selben Grössen von 1, h und t der durch die ,Z- werte 
abgeschätzte Fehler kleiner ist als der durch-;;?- 11:erte. 
Zusamment·assend kann man die Schlussfolgerung ziehen, dass 
im Hinblick auf die Baupraxis die Annahme Ely = Oe:, zur Verein-
fachung der Kipplastbestimmung flächenartiger Träger gerecht-
fertigt ist. 
3.15 Einfluss der Auf'hängehöhe "f" auf die Kipplast 
Der. Einfachheit halber wird angenommen, dass die Querlast im 
Querschnittsschwerpunkt angreift; Ferner wird der l!:influss 
der Querschnittsverwölbung auf die Ki~plast· vernachlässig~. 
Nachf'olgend werden verschiedene Querschnitt.sformen untersucht. 
Für Rechteck- und !-Querschnitte gilt Gl. (~O), weil voraus-
. . 
setzungsgemäss cM ··vernachlässigt ist. 
Die Lösung der Gl. (40) lautet: 
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= - 3,47-ß L 
f + 
( 77) 
Für die Gabellagerung (f = 00) wird Gl. (77) zu 
(78) 
Bezeichnet man mit ex. das Verhältnis der Kipplast bei Auf-
hängung zu der bei Gabellagerung, so kann man für ex folgende 
allgemeine Gleichung schreiben:· 
: - ). l 
'1 f -+ + -1, 0 ( 79) 
Für verschiedene Eiy / Git - werte sind die Koeffizienten 
und ).. 2. numerisch ausgewert worden und in Tafel IV 
wiedergegeben. 
T a f e 1 IV 
Ely / Git ).. .., ). 2 
o,t.25 o, 1520 0,0230 
1 0, 1204 0,0145 
2 0,0847 0,0072 
5 0,0537 0,0029 
10 0,0381 0,00145 
100 0,0120 4 0,0001 45 
Der Parameter oC. schwankt in dem Bereich O ~ or.... ~ A,C · 
In Bild 12 sind die Beziehungen zwischen f/1 und o<.. für 
die verschiedenen Eiy / Git - ~erte dargestellt. Daraus ~r-
kennt man, dass der Einfluss der Aufhängehöhe auf die Kipp-
last bei Rechteckquerschnitten am ausgeprägtesten ist. Hierbei 
vermindert sich die Klpplast sehr stark, besonders oei 
https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201904231240-0
- 42 -
kleineren f/1 -Ve~hältnissen. Ist z.B. f/1 = 0,20, so beträgt 
die Abminderung der Kipplast ca. 50 % gegenüber der Gabellagerung. 
Mit zunehmendem Eiy / Glt wächst der Parameter ex. so rasch 
an, dass für einen I-Querschnitt mit Eiy / Git = 100 die Ab-
minderung der Kipplast b.ei f/1 = o, 2 gegenüber Gabellagerung 
nur 5 % beträgt. o{. erreicht den Grenzwert 1,0 bei f/1 = oO 
Das bish'arige Verfahren [12], (14} z·ur Berechnung der Kipplast 
aufgehängter Balken mit I-Querschnit~en mit Hilfe der o<. -Werte 
für Rechteckquerschnitte liefert zu ungünstige Werte bezüg-
lich der Wirtschaftlichkeit. 
Für V-förmige Querschnitte können ähnliche Überlegungen ge-
macht werden. Wird von Gl. (55) ausgegangen, so kann man für 
o,c:: folgende Formel schreiben: 
4 ,.c? / -e„;z- 1 ) 
Dabei bedeuten für 1/h = 15 
und für 1/h 
o-e. = 4,870 + 0,0202 1/f 













0,0231 + 0,000243 1/f 
130, 244 
2,922 + 0,0073 1/f 
0,0083 + 0,000053 1/f 
219 170 




In Bild 13 ist die Beziehung zwischen f'/1 und o( für 1/h "' 15 
bezw. 25 därgestellt~ Die aufgetragenen Kurven b*ben ähnlichen 
Verlauf wie· die in Bild 12 dargestellten Beziehun.~en für !-Quer-
schnitte. Sie unterscheiden sich dadurch, dass der Aufhänge-
einfluss auf die Kippsicherheit praktisch nur bei sehr kleinen 
f/1 Werten spürbar ist. Die durch die Aufhängung verursachte 
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Abminderung der Kipplast bleibt untei 5 %, soweit i/1 den 
~ert 0,05 nicht unterschreitet. zusammenfassend kann man 
folgende Schlussfolgerungen ziehen: 
Der Abminderungsfaktor o<. ist im starken Mass von der Grösse 
Eiy / Git beeinflusst. Die Wirkung der Aufhängung auf die 
Kippsicherheit klingt um so rascher ab, je grösser die Biege-
steifigkeit Eiy im Verhältnis zu der To~sionssteifigkeit Git 
ist. Hierbei ist es unwichtig, ob es sich um I- oder V-Quer-
schnitt handelt. 
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Pk ( Aufhiingung) 
c(. = 
'Pk (Gabellagerung) 







L..L.i_ V 1 1 / /1.t.~Y.~ Ö 11T I "_/,:.\"' 
. C, 
*' . 
' I ' I I' \,t, 
.SH-/ tf Tli~,t,~ 
,1--+H#l#rl' 
311111 II 
0 ,2 \\\\Hf--+. 
0,1 0,2 0.3 0.' 
0.5 0,6 .. 0,7 __ 0,8 0.9 
0,5 0,6 0,7 o.e o,9 
1,0 1,1 
_1,2 _ 1,3 ---1.' -- 1.5 _ _!.§___ - -~7 
e=O c,..,= o G.= o,, E 
I = Stützweite 
f = Abstand zwischen Aufhängung 
und Lastangriff (Schwerachse) 
Bild 12 Abhängigkeit der Kipp-
last von der Auf hänge höhe 
bei /- Querschnitten 
7,0 1,1 




P,. ( AuthangungJ 
o<.=-pl4 ( Gabt// oguung} 
- 'i5 -










Bild 13 Abhängigkeit der Kipplast von 
der Auf hänge höhe bei 
v-förmigen Querschnitten 
e:O, Cu=O, Jy=oo,G=O,~E 
0 0,02 ~ 0,05 0.08 QTO QT5 Q20 0,25 0)0 fit 
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3,2 Gleichmässig verteilte Querlast und. Angrif"f 
einer exzentrischen Nor~alkraf"t 
3,21 AllFemeiner Fall 
Die geometrischen Randbedingungen (27) behalten auch hier 
ihre· Gültigkeit bei, Die erf"orderlichen, dynamischen Randbe-
dingungen (4) und (b) mü-sen näh~r uniersucht werden, 
Aus der Gleichgewichtsmethode ist leicht zu ~rkennen, dass 
das dritte Glied · V1ei·Mx,r ff'.- der Gl, (Li) die Komponente des 
Randmomentes M fn der Symmetrie-Achse '? des Randquer-
x,r 




vor Verformung nach Verformung 
Bild 14 
Bei auf"gehängten Balken ~ird die Längskraf"t P durch die 
schrägliegenden, starren Aufhängevorriihtungen hervorgeruf"en 
(vergl, Bild 3b), Aus Bild 15 ist ersichtli~h, dass der An-
grif"fspunkt P der Normalkraf"t vor und nach Verdrillung des 









Das heisst: Nach der Verdrehung ergibt das Randmoment 
. v14 M,,r -= '-'ic. P. a. keine Komponente in '27- Richtung, Daher 
ist das Glied "!Li M 11 , r C;f, = o anzusetzen. Die Randbedingungen 
(34) bleiben hierbei erhalten. 
Die Lösungsansätze (35) kommen zur Anwendung, weil sie, wie es 
aus Abschn. 3.13 zu ersehen ist, für die hier in Frage kommen-
den Querschnittsformen (Rechteck- und !-Querschnitten) aus-
reichend genaue Ergebnisse liefern. Für flächenartige Träger 
gilt Abschnitt 3.22. 
l.fl ergibt sich aus Gl, (32) 
VJ =-_g__ ( la - ec) 
T Trf ,f 1 ( 81) 
An Stelle der Gl, (33°) schre.ibt man 
M.x,k == P.a -,. J(zl z.2) ( b2) 
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Ar.alog dem im Abschn. 3.11 behandelten FaLl lässt sich aus 
dem energetischen Indiffercnzkriterium (14) die gesuchte Kipp-
bedingung ableiten, die lautet 






- !1.2 P,. l = .l!:. EJ„ -21 ,rZ t z 
kn. -= J< 1T ~ 
z ,{ z 4 [2 e 
= 
-z,z E1t~ ·+ ( L-+ - ) P.,l + 1:. T -t-21 Zil 8 " lT2 
2 
+ 1f 7? a. 2 l 
~ 2 2 t;I e _ Kn .. ;,. 3 (. E:(H + E.~ )'H ) + 1T (,Jt ,( Z[ 2 
Tf 2 1 l 4t r:J .e. 2 1T'Z ·2 -(- --) f?. ,... ~'-F Z4 8 k X 7rZ " -f z L 
11"2 Pa ric 
2 -, 
Mit den K-Werten erhält man die gesuchte Kippgleichung 
z .z ' 'O Lz( . 
-'ZL/,'352 Pt. ( t.P + ~a-a) - '" t A,l/12 rl(-5,zqza.. 
+ z1 4r:,1 e + z i:,,2 + 2arx-,. Zt:,_
2 
_ Ll!l_g)+ J::/L'f. 
f f f f I< 
• { o 2 ß 1 + o 23 2 ( f.. - !..! ) 7 + 24, i'5 z ~ { G Jt + 
1 . I -f . 2f I 
+ 9,~!0 [ ECt-,1 + EJ,.( r/+ i/ + ~a- 2 r""a )J} + 
+ ff.l f"{A31 q40 'x -,. 24,552 e - 5'2.1 231 r..., 4-
-r A9, r3'/ ( e 2_ z r. e -+ Y.. 2 ) + -19, 131 · E:-G., + 
-{- '"'1 , M f E-J'. 
-i- z_iz C~ } _ (i 3"fZ,A3 E-CM EJ)' / L; + 
·f- EJf 
+ 24 o, 3'5 C,Jt E.Jy / ( 2 ) 0 ( 84) 
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3.22 Sonderfall Ely = 00 
Unter Anwenduniz: des Lösungsansatzes (48) erhält man, wie 




K 11 K12 K13 
Ä = K21 K22 K23 = 0 (85) 




.. _ (.5 ( r 
Z&8 X 
= 9 ,rZ. ~ 
2 { 
+ 8!..!!. l/ EC,-, 
2 L3 
- ff l_] " 
"' 2 - 9TT 2 
-l-12 z ·z -D Q 911" ( • 2 'i') 
,-,. { - Zl l /' -+ ~ ) 'i.. + 
4- ! rz. ( ~ - z ,Yl'f ) ~. ~ , 
-: - 2 S5 ( T - 2 X ) f l - .!L 2 ,[t l"ä i , 
/1 ZK ,c: ,..., k. A5 Ti f , 
Z. J l/ . 1 
-:: 25" .,,- ~ t + 6Z:r Ti fC:,., + (2S-lf _ .L )(f -2}' \1:>l -
2 l 2 { l 2 'i 8..,) X M) k. 
- 2 2 ~ 
,,f;I-J 4 1J [ ö/ 25 1f 'z.. Z.)ü 
- , fi L .Q. - - 2 'f"- - - - { lp -r ~ Tl + 2 2S-Tr f 2 [ 
l. -
-t 2 S-TT ( r - 2 y ) -p . lt 2L X H Ir. 
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wird der zweigliedrige LösungRansatz ( 52) herangezogen; so 
·, 
lässt sich, wie zuvor die Kippbedingung, in einer geschlossenen 
Form wie folgt angeben:. 
_t Z 2 ~ [ 2 "~:=11'( l '1> 2 + Y.,.i.) - a. ( -Y-x - 2 Yt-1 ')J ] + (1f/J · 
• { o; Soll ( -<,c - z~ t- J1,C\3A ( -rl(- z,;,} ~l + 0
1 
250 ·;(_ 
2 l _ . 
_ A,S"8~ ( 'Y'lC _- zY...,.),...,. o, 225} } -,. ~-~l . 
· l - ~o,:s't ( "J> i+ Y~z J (~ - z.Y..,)-+ 2'1, &.7-l/ ~ ( i;.2-+ '(.,,2°)+ 
- ~ . J 
-+ 30 1 15C\ f (~ - ZX,) _ 24, r.,79 iii (t;- z~) + 
+ Jf 8 n z. ~ i. ( i0 z. + v 2 ) _ Ag, i.2 i -J.o. ( ..,, - 2 r.. )} ~ 
I l{ ,- IH L{ )(,, ,.., 
+ ~{ - LfJß,J'{.1 G,_f; (-zf2 + ~-z.) + '(381 31/f'f: a(7x-Z~)-
- 2Abs-i, 'ZJ ~ ( i6 z+ y z.) + 2/ C3J 'ZJ EG.,a_(1-27)]+ L" I Ai/ , l V " .. 
+ ;f[l f + Jo.35 't C y - 20 C,Jc, -t- A.lo 1 is1 (-f _z.y )~ -
lt- I X l I " M Ll 
- 24, for'I d C,Jt - A'3<l'-, &ß5 4 E-~ - Aß 222 df~(;J'"t _ 
l l 3 ' 'T t. 
- AG. 011 o<o~ d E~ J + 24Cf, A?- (G J"-tJZ. 




3,23 DUNKERLY'sche Formel 
Die Formel von DUNKEHLY gilt flir die Zusammensetzung von Teil-
systemen, die alle die gleiche Steifigkeit, aber verschiedene 
Belastungen haben. ~.B. kann man die gesamten äusseren Kräfte 
des Gesamtproblems aus den Kräften dreier Teilprobleme zu-
sammensetzen (Bild lb} . 
M" .P•1 Mi,, 11 k k k 
p• -fµr1 lTP: l t t t t t t * l_ k 
Gesamlproblem Teilproblem 1 
lt --- -Pk C ~ Teilproblem 2 Mk Teilproblem 3 
Bild 16 Zus am mensefzung von Teilsystemen 
Bezeichnet man die kritischen Grössen des Gesamtproblems mit 
.. ..... " pkl, Pk und Mk, d.h. wenn alle Lastgrössen zusammenwirken, 
dann gilt nach (3] 
+- 1 ' 
(87) 
wobei pk, Pk, Mk die kritischen Grössen der Teilprobleme 
bedeuten. 







- pLZ ß 









Die bekannte DUNKERLY'sche F 
ormel wirrl erhalten, ~~nn dl• 
beiden Seiten der Gl, (88) gleichgesetzt wird, 
f 1 f 1 
lll = + + - (b',) ~[ fl/o<. M1</ßL 
wobei - .. , ~ -, !; !; 
Der Näherungswert fi"l fst stets kleiner ala die wahr• 
Grösse p""kl, wenn·nur positive Eigenwerte betrachtet verd.n, 
Bei 2 Teilproblemen kann die DUNKERLY'sche Formel mit •ln•r 
Geraden dargestellt werden. 
..-J • 
Zahlenrechnungen zeigen, dass sich p: nur weni,: von rk 
unterscheidet (vergl. Beispiel 2). 
Uurch Anwendung der DUNKERLY' scJ,en Formel ( tl')) wird du 




·· er mit Endscheiben an den Stirnflächen 





f,l„ichmässio: vert.eilte Querlast 
;, II Ahl"l tun~ der Kipp~leichunl".en 
1 • • i ,·d ,·orausge setzt, dass durch die starren Endscheiben 
llr \'rp, .. lbun.~ der Endquerschnitte in Richtung der Träger-
•< h• .. vo l lkorr.men behindert ist, während eine seitliche Ver-
.i, r1 unv d, r Endt.angente an die Biegelinie u ( z) voll möp:lich 
1 • l • 
~le 1u•~hori~en l<andl,edinR,unge:i lauten fur die beiden End-
,,·,Jrrerhnitte ( z = 0 z = 1 
us. ::. - (f + e) l/1 Po = - LjJ (90) 
u (fl ,, / -1) 
\o - YM ~ =- 0 0 
"
10 it~nul>cdingunger, ( 90) sind von den folgenden Lösungs-
•n••t~rn •rfullt: 






n Stn 2. zc "Z)~ z rriy 1--L Lm<in 
m= 1 
( t + e) lfJ , 







"* I JS de,,, Querschnittes beträgt W (.?)=--Y,(,;z) 1t c:ls 
di.e Einheitsverwöllnmg darstellt. 
0 
~ / 0 fol8, t dann <p ( z = o ) = o fl]. 
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Zunächst wähle man 
u
5 
(_l) = [ a, s,n 7Tr + l a s,·,, 37ft _ 
" .l 3 [ 
-·cl'I.. l(A-E)·-9Clt.. E(A-~), 
A ~t L 3 t-1L L 
rn ( t) -:::. C, s;,,._/ 1Jß -t- C s.·".,2 3lT:i!' 
-r " l 3 · L 
( 92) 
Mit den Ansätzen ( 92) erhält man aus (14) die Kippbedignng 
Kl 1 1(12 K13 K14 
K21 K22 K23 K24 
A = = 0 (93) 
K31 K32 K33 K34 
K111 K42 K43 K44 
Dabei bedeuten 
4 
:!!: EJy 4 




-::: _ Ab Tf EJr Y11 
:3 L2 . 
4 0 , z l2 Y. A 1-, L 2
+ - R + II. P.. .L..H -f- - t1! ..§ J 
z:nr1< 31< + 1r + 
4 L3 
= - 3 ir2 /? t K ... k I?, 31 
J< - /,( =- - ( 3!;. ?r3 + ~ ,r3) SJy YH + 
14 41 35 [2 
2 
( 251 _ i_ \ R,l 250 68(, ) v .,.. 
+ 31T f)./y11 + !_ & L2e , + rr + 
LI · 2 'f 2 2 
. = ~; ( E c,.., -,- EJ1 i ) + 4 [s E:: ~ t + 2~ G Jt -
_ ( -,f + 1-.) !? L Y. - ( 71 2 -r -1 ) n { -r - ~ P.J e _ 
6 2 k "1 24 32 fic X _[? 1< 
4 f z !! PeJ,.,, 
3(, f 
A fa. [ e2 
IC._ 
4 f 




( z,z,5 + 9 ) f?. I + tr ~l ~ + 54 7T" 250 T 1< S " t 
+ :i_ ~lz e. 
3Tr " f 2 2 
k' - K = 3b ,r 11 ~ - ( 5 ;r 4.1. ) b l y -+ 2- t=:, l r -24 - .n l 1 b + .,18 'k ,.-, 3z " .,. 
4 2 Z. 2 
- ·
4
1- I!, L e - 1r b [ LH _ s_x f=: l Y. ~ _ i b f ~ 
k ~ {i .! b I< "1 -f ~ li< f , 
II ' 3 J< _ g,r rr EJ Y 4 k L 
31 - ~ -l - 91T2 r 
k = k = - A 4 L.J J/' E: J r x._.,, + 4-Q. f: l 2 + v t,. L 2 Q1 -+ 
34 93 [2 8-1 iT lt " f 
+ .i. b Lz e 3V lt j ,. 
2 ~ ff · 2 
= ( EC -r EJ Y. ) 81" -+ 321; TT i=Jy .Y,.-, + 
,..., r ,,-, L3 p 
'2.. z L 
-+ 9L ~Jt - ( ~ + A ) f /. - '.J. pl e -2l 2 2 k.. ,._, 8 I<'. 
:, 
~ 2 2 
-91 t=;. L .0-1 _ -1.. !: I ~ -
4 lt. f 4 k f 
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Scnderfall: Recht~ckquerschnitt bei Gabellagerung 
mit Endscheibe.'.1. 
Die Kipplast eines mit Endscheiben versehenen, gabelgelagerten 
Balkens mit einem Rechteckquerschnitt lässt sich in einfacher 
Form angeben, weil die Grössen yM, rx, ~, 1/f ver-
schwinden müsse!}, Ferner wird angenommen, dass die Last im 
Querschnittsschwerpunkt angreift ( e = o ). 
Die Kipplast ergibt sich zu 
c;r 
t 
Vereinfa~ht man die Ansatzfunktionen (92) zu 
u (?;) ... L a ~,;, 7rZ + La ·,, ·n '3 Tir .... 5 A T 3 l 
C -,,.2 Y. t- ( ,1- l ) A M T T 
~ Cl) ::. C. Sif) z 1JJ 
,l L 
dann lässt Sich die Kippbedingung in folgender 
schreiben: 
K11 K12 K13 
ß. -::: K21 K22 K23 = 0 
K31 K32 . K33 
Fo,:-m 




1. Sonderfall: Gabellagerung ( f = 00 ) mit Endscheiben 
. . 2 
o,244S lt'+ ~! f{ ( if,'5509 ~ + A8,2G42 e 
( 94 88, 5"3 E-C.':" E:J.,. / l 2 + ( 97) 
+ Zlfo, 3:s GJt i;J>' + 25,sf. EJ„ t:J1 Y: /[2) = o 
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Werden der Auswertung von (14) die Ansätze 
c.l l~) = l a S1n 7Tz - C .,,..2 Y. ~ (1-f.) s A T "' ..., l l 
z 2 ( ,1 t) 9 C rr >:.i 3 T 
<..p (~) . 2 2 .3Til:-'"' (.. s II') i!:F -t- C, .5 '() T 
"' 
L 3 ( 99) 
zugrunde gelegt, so !risst sich die Kippbedingung aus (93) 
erhalten, indem man die 3. Zeile und 3. Reihe der Deter-
minante (93) durchstreichen, 
Kl 1 K12 K14 
A = K21 K22 K21t 0 
Kltl K42 K44 
Die K-Werte haben die gleiche 8edeutung wie in (93). 
Sonderfall: Rechteckquerschnitt bei Gabellagerung mit 
Endscheiben. 




Schliesslich wähle man den dreigliedrigen Ansatz für us 
jedoch den eingliedrigen Ansatz für ·c,p 
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u ( z) 
s 






L a, s,"n Y·T l a s,·n 31TZ -t-A .J l 
-+ L a
5 
s,·.., 57TZ z C 7T YM ~ ( A - 1.;L ) , 
-l A 
C 2 7TZ ( 102) s ,,., T /1 
man die li.ippbedingung: 
K11 K12 K13 .K15 
K21 K22 K23 K25 
t::. = 0 ( 103) = K31 K32 K33 K35 
K51 K52 K53 K55 
haben die gleiche liedeutung wie in ( 9.3). 
Ferner bedeuten 
K.A!i" -= Ks, == .... !L el·J "·- , 5"7T2 f 
~s-
k J EJr. y""' *.L
2 
( :!_ _ 2s-·-~ J+ ::, 
":. -t- 80 1T 
-+ {;l ZI ,z 1T S 51/ ~8<. 
-+ TI" /fl{'l.)'rl -r A R. {z~ , 
.,AS F J"iT f 
K3S" ::. k = 4 .//z. L 
3 
' S3 - ,,15TT2 f 
k:s~ = GZS v
4 EJ„ 4 1i L J 
z l 26"/T„ + 
1. Sonderfall: Gabellagerung mit Endscheiben (f = cl:> 
Es gelingt hierfür, di~ Kippbedingung (103) in einer ge-
. . 
schlossenen Form anzugeben. Die Kippgleichung lautet dann 
o,2lll/5 /l"I' +- ft_l"?EJ, ( 21, 5So1 r; _;_A8, U,l/2 e - G11 3C.'ft i) 
- ( 94SIJ,S3 EC..... EJ, /t1 + 2'fo,35 (;J;_ EJ
1
-+ 
-+ 3,?.4 E.J_,EJy y;/c):. o <104) 
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2. Sonderfall: Rechteckquerschnitt bei Gabellagerung 
mit Endscheiben 
Die Kippgleichung wird zu 
Mit den relativ .einfachen Lösungsansätzen 
U5 ( Z.) = 
1:8 ( 'Z.) ~ 









p:t'( o, 2224 + o/A-18s? + o,A482 1 -ö,.0-13f) 
+ A-.{ 2 E:J ( 21, s-Soj r -+ A8 2f,f/.2 e - 54, 1./97-5 Y. + -:r,,. 1 /( / 1-f 
~ z 
+ A 2, A"r-f,,f ~ - z '5, AC:.A 4 e_ft1 ...,. 22 3121 yl"'! ..:.,.. 
f . f ' z' f 
+ r8„'1S"b8 ECt-1/EJyf -1- Z,0000 f <;.J;/E{) 
( C,'fß8,S3 f=C+t f::Jr/tl + Z4to„ 3'5 <;Jt EJ;_ + 
'/ z 
-r. ,,,f,1ACf, l/ 3 E-Jy EJY >:.i- L ) = 0 ( 108) 
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1. Sonderfall: Ga~~llagerun,ll; mit Endscheiben ( f = oO ) 
' ' . 
0,2221;- 1;/L + f:.L2.E.fy ( 21,~09 r)(-+ A~z,t,t2e _ 
5 .f , 4 'I 1 S' Y,.1 ) ( 'f 4 & 8, S-3 E-C.1-i E-J;, / L 2 + 
+ 2 f/. o, 3 5 C. Jt &-J, + .AA;f 'i ,(-/j E{ E{ Yt-11./{'-) =- ~ • 
( 109) 
2. Sond.erfall: ·Rechteckqu.erschni tt bei Gabellagerung 
mit Endscheiben 
( 110) 
Nachfolgend wird gezeigt, inwieweit die Kipplast beeinflusst 
werden kann, wenn die Lösungsansätze nur die geometrischen 
Randbedingungenbefriedigen. Hierzu wähle man 
.. 
~/ 




= yM p nicht 
Mit den AnsätzenU11) erhält man als Kippgleichung 
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Für den Fall, dass Schubmittelpunkt und Schwerpunkt zusammen-
fallen (d,h, , YM = o), stimmt Gl. ( 112) mit Gl. ( 108) selbst-
verständlich vollkommen überein. 
Sonderfall: Gabellagerung mit Endscheiben (f = OO· ) 
ZL' ,z 
o, 2224 /t. + f; l E-.f; (2-f, 5509 ~ + A8, 26 t12 e-
3g I tt"1Ao 1,.., ) - ( '14 8 g,ss E~;t=Jy + 2v9 ss 4J/~+-
+ r-? r 'f t l/- 0 {; Jy EJY '/ .//c ) ::. o . ( 113) 
4,12 Genauigkeitsbetrachtun~en 
Die Genauigkeit der gewonnenen Lösungen wird getrennt für 
verschiedene Querschnittsformen untersucht, weil die Quer-
schnittsgestalt einen ausschlaggebenden Einfluss auf die 
Konvergenz der Lösung hat. 
Zunächst wird ein Balken mit einem Rechteckquerschnitt, unter 
der Wirkung einer im Schwerpunkt angreifenden Querlast, be-
trachtet. 
Bei Gabellagerung mit Endscheiben lässt sich die Kippgleichung 
für den betrachteten Balken in der allgemeinen Form 
( 114) 
schreiben. 
Die<>'- Werte nach den verschiedenen Lösungsansätzen sind in 
Tafel V angegeben. 
Gl. (114) lässt sich für doppelt-symmetrischen Querschnitt 
unter Berücksichtigung der Querschnittsverwölbung erweitern, 
Die Kippgleichung lautet dann 
. ,r.,,._ (l =- o<. I ( ß ~CM /l-z. -+ CtJt-) E:Jy ( 115) 
Die c,( - und ß - Werte sind in Tafel VI wiedergegeben. 
Aus den Tafeln V und VI erkennt man, dass die Abweichung 
im praktischen Bereich liegt, 
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Dei einfach-.!lymmctri.!lchcn I-.Qucr.!lchnitten ist zu unter-
.!lcheiden, ob der Schubmittelpunkt ~I ober- oder unterhalb des 
Schwerpunktes S liegt. Zahlenrechnungen ( vergl. Beispiel 5) 
zeigen, da.!l.!11 im er.'lten Fall (M uber S) das Verfahren sehr 
gut konvergiert. Mit dem einfachen Ansatz (106) sogar (111) 
erhält man praktisch ein genaues Ergobni ,i. Daher ist es 2.weck-
mässig, die Kippla.!lt aU.!11 Gl. ( 108) zu bestimmen. Dei gabel-
gelagerten Balken mit End.!lcheiben 'empfiehlt 
Tafel V 
Aneatz ex Abbruchfehler 
in% 
Us(il) -= l 0. s ,;, 11.l - l 
106 • { S, 1T ~y(A-7) 32,87 b,9b Y' (2.) C c; s· z 7TZ ,..,_L 
L.i(~)-= L~ s,;.., U. - C 1/y t.(A- ~) L A ,.., l L 
99 g CJ .,,..1 ~ f ( A - f) 32,07 4,36 
-
Cf ( ;a.) CA . 2n- C ,2 an, -::. ,,., - -t-- s,,, l 3 l 
US (e) -::. L a .s ,·.., ic.! ~ l 1 r, ·., '3,.y. _ /1 . 1 
... l 95 l ~ ·c ~ 31,35 2, 17 
-
C ,r y,.... -· A - ) 
A l . T 
Cf ( 't-) s . 2 lti' ,:. .s,n l 
102 
i(i!) = L9 .51'n 1ft-+ lj tin"?.f+-
L · 6-~ ,r1 31,35 2,17 
-+ 'J- .Sm - - C .>:., ~(A-f) l ,f Ml { 
{f ('f-) . z .,. C. .San ~ 
.,, . L 
US ('i-) 
- L t1 '"· • .., ~ -+- l c. r. ~ 3..JG _ 
,... :r L 
92 
- ~ "~ rc"-fJ- 9 5 ,/~ re~-fJ 30,73 0 















sich jedoch, die Kipplast aus Gl. (104) zu bestimmen, weil 
ohne mehr Rechenaufwand ein genaueres Ergebnis erzielt werden 
kann. 
Im anderen Fall (Munter S) ergeben sich andere Verhältnisse, 
Die Abweichung Z'wischen den gewonnenen Lösungen kann be-
trächtlich gross sein, Der Ansatz (111), bei dem nur die 
geometrischen Randbedingungen erfüllt sind, liefert fur diesen 
Fall ein unbrauchbares Er)!ebnis. Der Abbruchfehler kann ca. 
50 % betragen, (Vergl, Beispiel 51.Es belibt hierin nichts 
übrig, als die Kipplast aus der Kippbedingung (9b) zu e~-
mitteln. Zahlenrechnungen zeigen ferner, dass der Genauigkeits-
grad nur ~ering gesteigert werden kann, wenn die kritische 
Last aus der Kippbedingung (93) bestimmt wird. Dab.ei aber wächst 
der Rechenaufwand erheblich an. 
Bei gabelgelagerten Balken mit Endscheiben kann die Kipplast 
mit ausreichender Genauigkeit aus der relativ einfachen Gl. 
(104) berechnet werden. 
.. 
Nun kann man folgende Schlussfolgerungen ziehen: 
Für Gabellagerung mit Endscheiben ( ß = 1, ß = 0,5) steht 
die geschlossene Lösung (114), aus der die Kipplast beider 
Fälle ( M über oder unter S) genau ermittelt werden kann, 
zur Verfügung, 
Liegt hingegen der allgemeine rall ( ff 00 ) vor, dann musb 
die kritische Last aus (96) .bestimmt·werden. Und nur dann, 




Die Bestimmung der Kipplast.aufgehängter, flächenartiger 
Träger mit Endscheiben ist aus folgenden Gründen mit erheb-
lichen Schwierigkeiten verbunden: 
1) Hier kann kein Gebrauch gemacht werden von der Vereinfachung, 
dass Eiy • oO angesetzt werden darf, weil bei ß = 1, 
/3
0 
= O, 5 verschiedene Lösungsansätze für us und Cf ver-
wendet werden müssen. 
2) Abgesehen von. gewissen Ungenauigkeiten, sind die Kippbe-
dingungen (93) , (96) , (100) und (103) für die Berechnung der 
Kipplast nicht geeignet, weil es sich um kleine Differenz 
grosser Zahlen handelt. 
Wie bereits gezeigt wurde, gelang es, einige geschlossene 
Lbsungen für die gabelgelageiten Träger mit Ends~heiben ab-
zuleiten. Man ka~n ~iese Lösungen derari überprüfen, dass die 
den Randbedingungen ß= 1, it = o, 5 zugehörige Kipplast, 
zwischen zwei Grenzwerten liegen muss. Der untere Grenzwert 
ergibt sich bei freier Eins1,annung und Verwölbung der R11nd-
querschnitte ( ß = /3
0 
= 1), während der obere Grenzwert bei 
voller seitlicher Einspannung und Verwölbungsbehinderung der 
Endquerschnitte ( /3 = /3
0 
= 0,5) auftritt. Trotz der unter-
schiedlichen Lagerungsarten, besitzen die erwähnten Kipp-
gleichungen den gleichen Auf.bau. Sie lassen sich in der all-
gemeinen Form wie folgt schreiben: 
~ ,ll' . t2 ( E r + s e F IT + ll .z ,c ~ y 
z 
( F~ E.C,., + ~ (; Jt T F, E:Jt. Y,... L2 L z 
Die F-Werte sind in Tafel VII eingetragen. 
Ta f e 1 VII 
YM). 
) = o. ( 116) 
Randbe- Gl. Fl F2 F3 F4_ F5 Fb F7 dinJrUnjl 
/J-,t. ( 113) 0,2224 '21,5509 18,2642 38, 9910 9488,53 240,35 7779,40 




II 1119,43 ß. :OS 
" 1 ( 9.7) 0,2445 " " 61,3280 " II . 25,56 
( 104) 0,2445 II II 61,3641 II. 
" 
3,24 
ß ... ß..,os- (123) 0,0992 
" " 61,3661 " 
II 0 0 • 
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Wie später gezeigt wird, liefert Gl. (123) + einen genügend 
genauen Wert für die Kipplast bei der Lagerungsbedingung 
ß = /50 = ~,5. Damit ist die obere Grenze für die Kipp-
last festgelegt. 
Durch den Vergleich der obigen F-Werte lässt sich feststellen, 
dass sich F 2 bis F 6 mit der Ausnahme t 4 in den ersten ~wei 
Gleichungen nicht ändern. F 1 ist in der ersten Linie vom Grad 
der seitlichen Einspannung der Endquerschnitte. Es dürfte ange-
nommen werden, dass F 1 beiß= 1, /30 = 0,5 keine wesentliche 
Änderung von O, 2445 erfährt, weil F 1 bei ß = /30 = 1 den 
maximalen Wert 0,.2875 nicht überschreiten kann. Das erste Glied, 
das F 1 enthält, spielt bei flächenartigen Trägern e~ne unter-
geordnete Rolle und beeinflusst kaum das Endergebnis, weil 
die relativ grosse Ely im Nenner erscheint. 
Abschliessend muss ~ 7 näher betra~htet werden, weil F7 einen 
entscheidenden Einfluss auf die Kipplast ausübt. Aus Tafel VII. 
erkennt man .sofort, dass sich F 7 um so mehr dem Grenzwert Null 
nähert, je mehr Vorzahlen ak herangezogen werden. Dies lässt 
sich auch durch Gl. {123) bestätigen, weil F7 bei ß= ~ = 0,5 
verschwindet. 
Aufgrund dieser Überlegungen, dürfte die Kipplast eines Trägers 
bei den Randbedingungen ß= 1, ß~= 0,5 aus folgender 
Gleichung bestimmt werden: 
o,2!/4 fl" + 1;.Lz. E:J, ( 24,55 r.i: + /18,26 e _ 
- (,-t, Je; ,YM ) ( E{ )( 9488,S-3 EC.1-1 / lt + 
-+ 2.1/ o, 3'5 -+ 0 ) 0 ( 117) 
F.erner unterscheidet sich Gl. (117) von Gl. (123)++ nur durch 
das e~ste Glied. Da aber das Rechenergebnis nur gering von 
diesem Glie~ beeinflusst wird, kann man die Schlussfolgerung 
~iehen, dass Gl. (123)++ bezw. die allgemeine iormei {122)++ 
zur Betimmung der Kipplast der aufgehängten, flächenartigen 
Träger mit Endscheiben angewendet werden darf. 
+) siehe Abschn. 5.1 
++) siehe Abschn. 5.1 
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4.2 Gleichmissig verteilte Querlast und An~riff einer 
exzentrischen Normalkraft 
In Anlehnung an die im Abschn, 3.21 ausgeführten Uberlegungen 
behalten die Randbedingungen (93) ihre Gültigkeit bei. 
Der Auswertung des energetischen Kriteriums (14) wird hier 
nur der Lösungsansatz ( 106) zugrunde gelegt, weil er für 
Balken mit I-Qu•rschnitt, dessen Schubmittelpunkt über dem 
SchwerJJunkt li.egt, genügend genaues Ergebnis liefer't, Bei 
flichenartigen Trägern kann man aufgrund der im Abschn, 4,12 
gezogenen Schlussfolgerung die allgemeine Kippgleichung (122) 
bei den Randbedingunge~ ß = J3.= 0,5 für den vorliegenrlen 
0 
Fall f., = 1, ß
0
= 0,5 anwenden, 
Mit dem Ansatz (106) erhält man hierfür die folgende Kipp-
gleichung: 
= 0 (AA8) 
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5. Aufgehängte Trä~cr mit Endscheiben an den Stirnflächen 
-= ;3., = 0,5) 
5.1 Allgemeiner Fall 
Hier wird vorausgesetzt, dass durch die Endscheiben die 
Verwölbung des Endquerschnittes in Richtung der Träger-
achse vollkommen behindert ist und die Trägerenden in Quer-
richtung starr eingespannt sind. 
l!:s scheint, dass die angenommenen Handbedingun![en für aufge-
hän~te Träger nicht zutreffend sind, jedoch wie in Abschn. 
4.12 gezeigt wurde, liei'ern die hier gewonnenen Lösungen sehr 
brauchbare }':rgebnisse zur Schätzung der Kippsicherheit auf'ge-
hängter, flächenartiger Träger mit ~ndscheiben. Die zugehörigen 
Randbedingungen lauten für die beiden Endquerschnitte 
( z = 0 , z = 1 
Uso ::. ( t + e) 't' 
~o = lp ( 119) 
t).. / 
So = 0 
~: = 0 
Diese Randbedingungen sind von den folgenden Lösungsan-
sitzen erfüllt: 
i: 
. 2 l L. a..., r, TT 7. <f ;- e) \fJ U50 (Z.) = SI"! -l- -
.... " 
~ 2 
"111 Z ~ (z.J 
"' L Crvi sin -,- .,. lp (120) 0 
WI • ,f 
Mit den einfachen Lösungsansätzen 
L{~ (Z) = l QA sirf "iTZ L ( 121) 
'f (z) = C .sin
2 TT Z 
.... T 




+- /f, Kso e A, 23i ( 
T 
-b,218Q. • 2 z. Lr, + e + a ~ -2ea)}+ 
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+ 1{· l" { a, 3'31 -+ 0 .JA/[ c~~-2:x)} -t '.:IG.1,~89~. I + f 
·[ o, 025 ~Jt + EC.,-, . EJ,.. ( Y. z. + i/ + ~ a. - 2 ~ Q)1 + - 1-1 l 2. [t 
+ P. l t q140~ EJy ( o, 885 r -t- o, 1-'i'o e - 2, '5"2o ((. 1 l )( 
E-Jy / lf. ( t z ~ _e + ~z) + 48, ;z.o 5 · + 48,105 e 
( 122) 
Sonderfall: P,< = o ; f = 00 
Gl. (122) geht in die folgende Form über 
0,099 1:/IG. -1- 1;L 2 E:J, ( Z1,S51 rx +A8,zc;Lf. e 
e,,.f, i"c.. 7,_, ) - (948&,5"3 ECM t::.Jr / l 2 + 
4 24o,3'5 ~Jf EJr) : o (123) 
Für einen Balken mit Rechteckquerschnitt wird die Kipp-
gleichung (123) zu 
( 124) 
LEBELLE gibt in [12J ebenfalls aufgrund energetischer Be-
trachtungen den Beiwert 4~70 an. 
5. 2 Sonderfall: Ely = 00 
Unter Anwendung des Lösungsansatzes 
<f (Z) = 
2 
C sin TTZ 
A ( C. J 
sin 2. 3 7T7 




erhält man wie zuvor aus (24) die folgende Kippgleichung, 
die sich nach Einsetzen der Zahlenwerte in der für den 
praktisch.en Gebrauch zweckmässigen Form wie folgt darstellen 
lässt: 
2 . 2 
- [ 2"19 A':r-o { ( · 2 2 ) J J F; l z l i.~ + Y-1 . - ( rx - z r1-1) ä. -+ 
+ ~ ~ l [ _ 3 8, 0 t-0 ( r. _ z_ y ) ( i... Z + 7. 2 ) + .A 8 S o'5 • 
"- L x . ,.., -r . H. . . , 
~ ( iP' + y: ) 1- '38,010 f ( ~ - 2 yr-1 f - A8, 5os. 
ci / ( rx - 2. Y..t ) + A 2. '. 3 3 7 "ft 2 ( l',.Z· -,. Y, • .,2) -
- A 2, 33 7 d~ä. ( t; - z ~) J + ( -Jf f) 2 { A, (, ff, • 
. l I · z 
.. ( r - 2 y j - A 6 o1 c1 ( Y _ 2. v ) ~ o 01-8 c[ _ J( ,., , )( 'M I 
- 2. 3 
- A, o 19 ( ,; - 2 Y,., ) 9. + . ~ o 6 2 . !b } 1- ~ • 
f f 
·[ 21'3 Aro { 2ä. c;clc (r -2y) - 2GJe- (l}+Y.,_)+ 
I ll ~ l"f 'Z T 1'f 
+ J'f4 1g4 ä. EC,., (r -zx.)- 394,18'1 F:~ (l~2...,_y2JJ] 
, 111 x ,.., l'I r ,., 
+ $[ { '-f 38 010 ( f - zy) ~ + 11-09,~-97- • 
'r1,,. I ',{ M l 
• ( 1 - 2.y ) E~ AS S'o5 c/. GJ1: - 5439 o,,5"l. 
t . H f J / [ 
- ?.. 
,A 'l, n,,? d. <;J",, 
f T 
1 + ( 2A1,A1o 
~Jt. EG., + 




Sonder:fall: Pk 0 ; d = 0 0 
Hierfür wird Gl. (126) zu 
tt2 = ,,f0,83 c;Jt 
27"" ,-l( 
Wird vereinfachend vom Lösungsansatz Cf :C 1 siri
2 Tr/ 
Gebrauch gemacht, so nimmt die zugehörige Kippgleichung 
sehr einfache Form wie folgt an: 2 
n l [ ( ..II_.2 + 1-.) (·r - z X. ) - ~ cl - d' J 
'i Zll 32 · ,c 11 8 4 f 
- f TTZ ( • z Z ) ir 2 ( 
_ 7r 21 1.~ + ~ - ZL rJC - 2 Y.., ) a 
+ TI.2 qJt:/L -+- 2 11 11 EC:.t-1 / l 3 - o 
z. 
} + 
Sonderfall: Pk = o 
J/. 
_f2 J!..2 GJt. + 2. 7r -fCM/L2 
/l. = (1r7'2: + .f/3z)(Z Yp,,1 - rx) + .3/g -cl + A/4 a~f 




:P, L?. = ßl, .15 4-'--J_t __ 
1<. 2 Y"" - rx ( 130) 
5.3 Genaui~keitsbetrachtungen 
Wie bereits bekannt ist, liefert. die eingliedrige Ansatz-
. Z7ra funktion Cf' = <;; s,n T die strenge Lösung im Fall der 
exzentrischen Normalkraft. Es bleibt nur noch die Genauig-
keit der gewonnenen Lösungen für den Fall Gleichlast zu 
untersuchen. 
Sowohl für Balken mit Rechteckquerschnitt als auch fur 
flächenartigen Träger, erweist sich der eingliedrige Ansatz 
zur Bestimmung der Kipplast als ausl'eichend genau. Bei flächen-
artigen Trägern beträgt die Abweichung zwischen den Lösungen 
(127) und (130) nur 
11; 15 - 10 , 8 3 • 1oo = 3 % 
10,83 
wenn der Lastangriffs-, und Schubmittelpunkt zus.ammenfallen. 
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Abschliessend sei erwähnt, dass sämtliche in Abschn. 5.1 und 
5.2 angegebenen Gleichungen angewendet werden dürfen, soweit 
von den RA.ndbedingungen ß ß
0 
= 0, 5 Gebrauch gemacht 
werden kann. 
Wegen der Brauchbarkeit dieser Annahme <ß =A= 0,5) im Fall 
aufgehängter flächenartiger Träger sei auf Abschn. 4.12 hin-
gewiesen. 
5.4 Einfluss der Endscheiben auf die Kipplast 
Die Steigerung der Kipplast eines an den Stirnflächen 
mit starren Endscheiben versehenen Trägers.wird auf zweierlei 
Wirkungen zurückgeführt: 
1) die Verwölbungsbehinderung der Endquerschnitte und 
2) die evtl. seitliche Einspannung der Trägerränder um 
die y-Achse. 
Die Steigerung der kritischen Last ist ~or allem von der 
Querschnittsform abhängig, wie es aus Tafel VIII ersichtlich 
ist. 
Ta f e 1 VIII 
Quer- Gabellagerung Gabellagerung seitliche Ein-
schnitts- mit Endscheiben s~annung 
form 
.ß /.! =- ~ 
""' 
,1 ß. :::_ o,s ß... = o,5" = , ß = 
1f'@c h t ec.k.-
M - E jEJ., ~ 1 r-,1 = A,A&ir /EJ ~J ' /-EJ., ~Jt-}'II,._ ~ 2.2[ 9uer.schnilr k. - l r.. L r t L 
~ ::: Y. = 0 noch [4] r,ach (j 1. (AA 8) nac.h [4] ,..., 
V- f-;;rmij~r yJ~ 4Jr 
' 
M = A o M.._ =- A,o Qt.iuschfliH- J(. • 2Y -r· zyM-TlC M Jf 
--
C eo; J-=.oo 
"" y 
C?l. (61./J noch ~l. (A28) 
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Daraus kann man folgende Folgerungen ziehen: 
Während die Zunahme der Kipplast von Balken mit Rechteck-
querschnitten infolge der Verwclbungsbehinderung gegenüber 
dem Fall freier Verwölbung bis zu ca. 20 % betragen kann 
(je nach Belastungsart), ~st der Einfluss der Einspannung auf 
das Kippmoment beachtlicher. Dabei erhöht sich Mk auf da 
2-fache bei reiner Biegung. Bei I~Querschnitten sind diese 
Wirkungen noch deutlicher. Ftir ein durchgerechnetes Beispiel 
( 1 2 GI/ ECM = 47,3) beträgt der Kippmomentzuwachs gegen-
über der Gabellagerung ohne Endscheiben ca. 30 % bei/,= 1, 
/3
0 
= O, 5, während bei /J = ßo = O, 5 ca. 170 %. 
Träger mit V-förmigen Querschnitten zeigen ein anderes Bild. 
Bemerkenswert ist der Fall reiner Biegung von Trägern mit 
V-förmigem Querschnitt. Dabei beeint:lusst die Einspannung der 
Trägerenden gar nicht das Kippmoment, sofern die Annahme 
Eiy = eo und CM= o zur Geltung kommen. 
Es is·t zu empfehlen, den günstigen Einfluss der Endscheiben 
auf die Kipplast von flächenartigen Trägern mit V-förmigen 
Querschnitten ausser Acht zu lassen, aus folgenden Gründen: 
1) Die La~tsteigerung infolge der starren Endscheiben ist 
relativ klein. 
2) Die in der Wirklichkeit angebrachten Endscheiben können 
senkrecht zu ihrer Ebene meistens nicht als vollkommen 
starr angesehen werden. 
3) Die flächenartigeri Träg,r sind weniger auf Kippen 
gefährdet als Balken mit I-Profilen. 
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6, Zusammenstellung der für den praktischen Gebrauch 
geeigneten Formeln 
T a f e l IX 
Lagerungs- .Trägertyp Querschnitts- Gl.-
art form ohne Längskraft 
ohne Balken- 1 T I 
träger l J_ (38) End-
scheiben 
flächen-




1 T Balken- T ( 108) 
Mit 
träger J_ J_ ( 96) 
·, 
End-
flächen- V ........_,, scheiben 
artige ( 122) 











7. Anwendung der gewonnenen Lösungen auf baufraktische 
Konstruktionen 
7.1 Konstruktionen aus Stahl 
Die in dieser Arbei·t entwickelten Formeln wurden unter 
der Voraussetzung uneingeschränkter Gültigkeit des 
HOOKE'schen Gesetzes abgeleitet. Das heisst, die Abhängig-
keit O= o(E) ist linear. Entge,v;e·n dieser Voraussetzung 
sind die Baumaterialien nicht ideal elastisch. Überschreitet 
irgendwo die kritische Spannung ~ die· Proportionalitäts-
grenze Üp, so vermindern sich an dieser Stelle der 
Elastizitätsmodul E und der Schubmodul G; die kritische 
Belastung fällt dann entsprechend kleiner aus, Analog dem 
Verzweigungsproblem des einfachen Druckstabes müsste im Sinne 
einer strengen Theorie der Kippstabilität ein beschränkt 
elastisches Material in Betracht gezogen werden, 
Eine theoretische Untersuchung für das Problem des Biege-
drillknickens im unelastischen Bereich wurde von ROIK [11] 
durchgeführt, 
Die exakte Behandlung des Kipp-I·roblems im unelastischen 
Bereich erweist sich als schwieriger als beim ßiegeknicken, 
weil beim Kippen wesentliche Erschwernisse hinzutreten, da die 
Spannungsverteilung über die Balkenhöhe und _über die Spann-
weite veränderlich ist. Eine genaue Lösung ist kaum zu finden, 
so dass man eine Näherungslösung, ausgehend von den Ergeb-
nissen für vollkommen elastisches Material, derart ent-
wickelt, dass die ideelle Kippspannung im Sinne der Knick-
spannungslinie des einfachen Druckstabes abgemindert wird 
(Bild 17) 
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Auf alle Fälle ist eine Abgrenzung durch die Fliessgrenze des 
Materials gegeben. Um einen Anhaltspunkt zu bekommen, kann 
angenommen werden, dass E und G überall im selben Verhältnis 
abgemindert werden, und zwar entsprechend der maximalen 
Spannung an der meist beanspruchten Stelle. Dieses Verfahren 
ist bestimmt zu ungünsti.g, denn die max. Abminderung trifft 
in wirklichkeit nur an einer Stelle zu und an allen anderen 
Stellen fällt sie kleiner aus. Die Abminderungszahlen nach 
ENGESSER ?(= T bezw. nach SHANLEY a"l = E 1 sind bereits in [18) 
tabellarisier{. E 
Da bei Stabilitätsuntersuchungen der Einfluss der Schubver-
formungen (gegenüber Biegeverformungen) verhältnismässig ge-
ring ist, kann angenähert angenommen werden, dass der Schub-
modul im plastischen Bereich dieselbe Abhängigkeit von der 
Spannung hat wie 
G T 
-'4e.. =G = E 
der Modul T oder der Modul E 1 • Damit ist 
bezw, E:I. 
E 
Nach obigen Ausführungen gelten die in dieser Arbeit abge-
leiteten Gleichungen auch für Balken im unelastischen Bereich, 
wenn statt E bezw. G x_E bezw. ,xG eingeführt wird, wobei 
'rC der Tafel 18 in [18] entsprechend der max. Spannung 
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an der meist beanspruchten Stelle des Bnlkens zu entnehmen 
ist. 
Nadh DIN 4114 Ri 15.12 erfolgt der Kippsicherheitsnachweis 
wie folgt: Zunächst ist di·e ideelle Kippspannung ~ ~ , die 
unter der idealen Kipplast auftretende grösste Druckspanm,ng, 
zu berechnen. Dann ist der Tafel 7 oder dem Bild 21 der DIN 
4114 die "abgeminderte" Kippspannung OK zu entnehmen und die 
Kippsicherheitszahl v,.= (J'1i:./ö,.,..x = 6' .. -J .. /e.M.., .. ,, zu bestimmen. 
Die Kippsicherheitszahl darf im Belnstungsfall 1 nicht kleiner 
als y~ = 1,71 und im Belastungsfall 2 nicht kleiner als ~k 
= 1,5 sein. 
7.2 Konstruktionen aus Stahlbeton 
7.21 Übersicht 
Die Beurteilung der Kippsicherheit von Stahlbetonbalken ist 
wegen der Rissbildung und beschränkten Elastizität des Betons 
vielfach schwieriger als bei Stahlträgern. 
Die Kippformeln, die unter der üblichen Annahme de~ Elastizi-
tätstheorie - elastisches und homogenes Material - hergeleitet 
~rden, müssen für .Stahlbeton- und Spannbetonkonstruktionen 
modifiziert werden, damit die l'nelastizität sowie die Hiss-
bildung des Betons berücksichtigt werden können. 
In den vergangenen Jahren sind einige Arbeiten über Kipp-
stabilität von Stahlbeton- bezw. Spannbetonbalken v.eröffen t-
licht worden. HANSELL und w~NTER [19] beri~hteten über ihre 
experimentellen Untersuchungen über das Problem der seitlichen 
Stabilität schmaler hoher Stahlbetonträger mit einem Quer-
sch~itt von 6,3 x 33 cm und d~m Verhältnis 1/b (S~ützweite./ 
Trägerbreite) = 28,8 - 86,4. Auch in diesen extremen Ver-
hältnissen trat kein seitliches Auskippen ein. Sie· entwickelten 
auch zur Beurteilung der Kippsicherheit von Stahlbetonbalken 
mit Rechteckquerschnitt ein Rechenverfahren," das die Binflüsse 
der Inelast"izi tät und der Rissbi.ldvng näherungsweise ein-· 
schliesst. 
PETTE~SSON schlug in [14] eine Näherungsmethode zur Berechnung 
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der kritischen Last von schlanken Stahlbetonträgern vor, 
Die Plastizität und die Rissbildung des Betons wurden durch 
einen red_uzierten Elastizitätsmodul berücksichtigt, während die 
Biege- und die Torsionssteifigkeit auf einen homogenen Quer-
schnitt ohne Risse zu beziehen ist. 
Eine Veröffentlichung von SIEV [20} gibt eine kurze Zusammen-
fassung der Kipptheorie für homo~ene Stoffe-unter besonderer 
Berücksichtigung des Stahlbetons an, Die Arbeit umfasst die Be-
stimmung der Biege- und Torsionssteifigkeiten für Rechteck-
querschnitte im risslosen Zustand, im elastischen Zustand mit 
Rissen sowie im plastischen Zustand mit Rissen, 
SANT und BLETZACKER [21] berichteten über eine experimentelle 
Untersuchung über die Kippsicherheit von Stahlbetonträgern, 
Für 2 allgemeine, in der Praxis vorkommende Belastungsarten wird 
ein Stabilitätskriteriu~ vorgeschlagen, das zu vereinfachten 
Formeln führt. Die· Anwendbarkeit dieser Formeln ist auf recht-
eckige, schwach bewehrte Stahlbetonträger beschränkt, Die 
experimentellen Ergebnisse bestätigen die theoretischen, 
Ein einfaches Rechenverfahren für die Bestimmung der Kipplast 
schlanker Spannbeonträger wurde von LEBELLE [12] sowie MÜLLER 
[13]angegeb~n. Hierbei ist ein elastischer, ungerissener Quer-
schnit~ zugrunde gelegt worden, 
PODOLNY und SCA~ZI l22) berichteten über eine einzigen Versuch 
mit vorgespanten Betonb~lken mit einem ungekehrt~n T-Quer-
schnitt. Als Ursache des Versagens trat hier ein Biegebruch ein, 
Nach den vorstehenden Ausführungen erweist sich im Hinblick auf 
die Sicherheit sowie die Wirtschaftlichkeit als not~endig, ein 
allgemeines Rechenverfahren zu_r Beurteilung der Kippsicherheit 
von Stahlbetonbalken zu entwickeln, 
Zunächst werden die erforderlichen Rechnungsgrundlagen aufge-
stellt, vor allem die Spannungsverteilung in der Biegedr~ck-
zone und die Spannungs-Dehnungs-Linie der Betonstähle, 
Der nächste Schritt sei die .Berechnung der Biege- und Torsions-
·steifigkeiten für verschiedene Dehnungszustände. Durch einfache 
Formeln werden die Veränderlichkeiten der Steifigkeiten längs 
der Balkenachse berücksichtigt. 
Im Abschn. 7, 25 wird det- Rechengang ausführlich erläuter·t, und 
an Hand von Beispiel 8 (im Anhang) wird die Handhabung des ent-




7.221 S~annungsverteilun,r in jer Biegedruckzone 
Für die Berechnung der Ver1ormungen sowie der Schnittkräfte, 
ist zunächst die Kerintnis de~ Spannungsverteilung in der Biege-
druckzone notwendig. Während in querkra1t1reien Bauteilen rlie 
Dehnungen nahezu linear verteilt sind, ist die Spannungsverteilung 
unbekannt. 
Von einigen Autoren wurde die Ansicht vertreten, dass die Spann-
ungsverteilung in der Biegedruckzone mit der bei konstanter 
Dehngeschwindigkeit gewonnenen Arbeitslinien übereinstimmt. Durch 
die Ergebnisse der von RASCH durchge1ührten Biegedruckversuche 
~3] wird bestätigt, dass diese Hypothese mit genügender Genau-
igkeit zutri11t. Andere Autoren ~~ bezwei1elten diese Ansicht 
und unternahmen Ve~suche zur Bestimmung der Biegedruckwerte ~, 
ß und cb . 
Mit diesen Werten kann die Trag1ähigkeit von Bauteilen mit Recht-
eckquerschnitt bei Kurzzeitbelastung berechnet werden._ Zur Be-
rechnung der Vert'ormungen sowie der Trag1ähigkeit von Bauteilen 
mit beliebigen anderen Querschnitts1ormen ist aber die Kenntnis 
der Spannungsverteilung notwendig. Die Arbeit von RASCH [23] 
bietet uns ausserdem die Möglichkeit, den Ein1luss der Last-
dauer auf die Spannungsverteilung in der Biegedruckzone zu er-
fassen. 
Die Spannungsverteilung in der Betondruckzone soll durch das 
Spannungs-Stauchungs-Diagramm des Betons gegeben sein. 
Nach DILGER [25] soll das ~ - Ei, -Diai,:ramm durch die -Funktion 









&..,= Grösstwert der beim Bruch erreichten Beton-
stauchung 




DILGER hat t'ur Kurzzeitbelastung die Bruchstauchung c
0
B in Ab-
hängigkeit von der Betongüte wie folgt festgelegt: 
ßw ( kp/c„i) 
( 132) 
Die beste Gbereinstirnmung mit den Versuchswerten von RASCH 23 
ergibt sich mit 
2000 
,100 + ßw ( 133) 
RO~ [26) gibt für den Verlauf der <>i.,- c.i, -Linie bei Kurzzeit-
belastung eires Hyperbelgleichung an, die genügend genau mit ge 
messenen Wer~en übereinstimmt: 
01, (Jb 
cb = - + o, -1 ------=-----
E et. Aooo ( v ßp - 61.) ( 134) 
wobei 
== + (B5) 2200 
Eel. 550 ooo ß„ C.l<e·fcm2) 
/15""0 + ß f ( 1' ~ /cm:z") 
bedeuten. 
( ljb) 
Die Beziehung (134) zur Beschreibung der Spannu~gsverteilung 
in der Betondruckzone wurde auch von KORDINA [27] für Stabili-
tätsuntersuchungcn verwendet. Ftir 4/(dE./dot.) lr1,-o "ir'd die 
Steigung der Arbeitslinie im Ursprung E
0 
gesetzt. Die ~erte E
0 
in Abhängigkeit von der. Betongute sind den DIN 4227 bezw. 1075 
zu entnehmen. Danach lautet die Beziehung (134) 
o, ,t c,"1 ~ + ------'~~----
,;fOoo ( vß,. - Öi,) ( 137 l Aooo v ßf> 
Aufgrund theoretischer tberlegungen und mit Hilfe zahlreicher 
Versuchsergebnisse gibt LIEBENBERG 28 für den Verlauf der 
Öi. .... A 
wo~ei A 
n; 
6"'1, - c.1, -Linie bei Kurzzeitbelastung folgende 
Gleichung an: 




= 17750 [ fTii./.cm] B 
1:" (1-+n) m 
,, = 
ßp 
e o, 002 




Die maximale Bruchstauchung E i.s ß,. ( k:i, ( C.rn2.) 
o, 004 -
wird wie folgt festgelegt: 
( 13 9) 
Neuerdings sind in DIN 1045, ~eufassung,Spannungs- Dehnungs-
Linien des Betons unter Kurzzeitbelastung fur die Verformungs-
berechnungen angegeben. Sie sind in Bild 18 wiedergegeben, 
In Bild 19 sind verschiedene 6j, - eb -Linien fur die Betongüte 
B 225 nach verschiedenen Autoren dargestellt. Aus dem Vergleich 
der ob - E:b -Linien .a;eht hervor, das.s die nach DILGEH, LIEBEN-
BERG und DIN 1045, Neufassun,Q;, angegebenen Linien bis €. b 
~ 2,2 °/oo die experimentellen ~erte von HASCH sehr gut erfassen. 
Die Abweichungen bei c,.> 2, 2 ° /oo sind fur die praktische Er-
mittlung des Biegebruchmomentes jedoch ohne Belang. 
Obwohl viele Ansätze, deren Hichtigkeit experimentell uberprüft 
wurden, zur Beschreibung des Ver.hal t·ens der Bie'1'.edruckzone unter 
Kurzzeitbelastung zur Verfugung stehen, ist die Spannungsver-
teilung in der Betondruckzone unter Dauerstandbelastung noch nicht 
restlos erforscht [23J ,'[_27J, [29], und [30]. Es soll im fo.lgen-
den versucht werden, mathem~tische Ansätze zur Beschreibung der 
Spannungsverteilung in der Biegedru~kzone unter verschiedenen 
Standzeiten bei Dauerbelastun~ zu ent~ickeln und deren kichtigkeit 
an Hand der Versuchsergebnisse von RASCH L23] zu überprufen. 
Die 6i, - i\ -Funktion soll die al:1,gemeine Form annehmen. 
"' ßtt [ .A - ( -1 - eb )J. ] 
~g ( 140) 
Dabei sind 







/10 o + ßw ( 1q, /cmZ) (l'il) 
Rechenwert fur die Druckfestigkeit des Betons, 
llechenwert für die Bruchstauchung des Betons, 
und C.bB sind in Abhängigkeit von der Lastdauer 
und der Betongüte in Tafel X angegeben. 
ß..e / ßw Ei, t. ( % .. ) 
0,85 5,00 
-
f.,w / 400 
0,77 5,45 
- ßw / 425 
0,72 5,90 - ß..,., / 450 
0,70 b,35 
-










"% !.'[ ooi= My 
•o;. s'e 00[= My 
QO/o tf OOt = My 
oos= My II') •o;. ,r 
Cl:) 












































o ~2 o,, 0.6 o.a ,.o · {2 1,4 . ~6 ~a 2,0 2.2 2,1. 2,6 2,a 1p 
Bild 19 Spannungs - Dehnungslinien der Betongüte B 225 
für Kurzzeitbelastung nach verschiedenen Autoren 
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Lm die gute Cbereinstir.1r,mng der mit /3/i:., ~g und). sich erge-
benden _o~ - Sb -Dia,l!'ramme mit den Versuchswerte auszuweisen, 
sind in Bild 20 für B 225 und in Bild 21 für B 450 die von 
RASCH (23] bei mehreren, konstanten Dehngeschwindigkeiten er-
mittelten Diagramme mit den Rechenwerten verglichen. Daraus geht 
hervor, dass sowohl bei Kurzzeitbelastung als auch bei Dauer~ 
standbelastung die oben angegebenen Ansätze die experimentellen 
Werte sehr gut erfassen. 
Es sei noch erwähnt, dass die in Tafel X ange•ebenen lo.erte für 
lediglich reine Rechengrössen darstellen dürften, die 
die beste Übereinstimmung mit den schon erwähnten Versuchser-
~ebnissen liefern könnten. 
Für die Ermittlung der Bruchschnitt!rössen wird ~ls Nennbeton-
güte Bn die 5 %-Fraktile aus der Würfeldruckfestigkeit gewählt 
( ßw , 5 o/o) • 
Für mittlere und hohe Betongüten kann ia angesetzt 1,erden. 
wobei ;i w, ,..., 
so 2 (I(~ / c.m ) 
der Mittelwert der Betonfestigkeit ist. 
Darüber hinaus wird der Einfluss einer Dauerbeanspruchung 
durch Herabsetzung der rechnerisch ausnutzbaren Festigkeit mit 
dem Faktor 0,825 berücksichtigt, wobei ausserdem noch die der 
lo.ürfelrrüfun.11: anhaftende i.:berschätzung der Festigheit mit dem 
Faktor 0,85 zu erfassen ist. Dementsprechend wird der Scheitel-
wert der rechn~risch ausnutzbaren Festigkeit der ßiegedruck-
zone mit 
o , 8 5 • o , 8 2 5 ßw, 5 .r. = O, t ß w, 5 t 
festgelegt. 
Ta f e 1 XI 
(für Bruchsicherheitsnachweis) 
B 200 300 400 500 600 
Bn 150 250 350 450 550 
ßR 105 175 245 315 385 
= ßw, m (K.~/c 
= ßw,S};; (K.f>l'-""1 




Gemäss DIN 1045, Neufassung, ist für den Nachweis der Bruch-
sicherheit die Spannungs-Dehnungs-Linie nach Bild 22 anzu-
nehmen, 
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Bild 20 Spannungsverteilung in der Biegedruckzone 
für verschiedene Standzeiten 











Lastdauer 100 Min. 
Lastdauer 2 Jahre 
------




Bild 21 Spannungsverteilung in der Biegedruckzone 
für verschiedene Standzeiten 








Bild 22 ld~lisiert• O'- E - Lin~ für Beton 
Die Festlegung der ausnutzbaren Betondruckfe•tigkeit hat Leim 
Ki~psicherheitsnachweis zunächst davon auszugehen, dass das 
Verformungsverhalten des gesamten Balkens in Rechnung zu stellen 
ist. Es darf daher - anders als bei dem Bruchsicherheitsnach-
weis - der Mittelwert der Betongüte ( ßv1,"") zugrunde gelegt 
werden ( Tafel XII), 
In DIN 1045, Neufassung, werden fur die Verforrnungsberechnungen 
Spannungs-Dehnungs-Linien des Betons festgelegt, Sie entsprechen 
dem Verhalten unter Kurzzeitbelastung, wobei die Betong~te zu 
85 % ihres Mittelwertes gewählt werden soll, da der Kippvor-
gang klassischer Art z~eifellos ein kurzzeitig ablaufender Vor-
gang ist, Diese Cf'- E.-Linien sind in Bild 1b angegebe_n, 
b ~ 
Ta f' e l XII 
für Kippsicherheitsnachweis) 
B 200 300 400 500 600 
= ßw.m 
ßR. 170 -255 340 425 510 = 0,85 ßw,m 
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urn die betonzugfestigkeit ßoz berücksichtigen zu können, wird 
die ~ -Ei, -Linie über den Ursprung hinaus mit der Steigung E
6 
weitergeführt. Über~bZwurden von verschiedenen Autoren unter-
schiedliche Annahmen gemacht. 
Unter Zugrundelegung der Zugbruchdehnung von normal bewehrtem 
Beton mit etwa 0,1 °/oo setzt KORDINA [27] 
( 142) 
Nach DIN 1045, Neufassung, darf man als obere Grenze für die 
Zugfestigkeit des Betons den Wert 
A,5 V(t 
( 143) 
annehmen. (vergl. Bild 18), 
Die Tangente an die o-c -Linie an einer beliebigen Stelle 
gibt den Verformungsmodul Et an. Der Tangentenmodul Et -für 
einen bestimmten Punkt der 6"-E.,-Linie gilt nur flir die jeweils 
zugeordnete Spannung, während der Sekantenmodul Esek den mitt-
leren Verformungsmodul eines Spannungsbereiches angibt, Der 
Tangentenmodul Et des Betons kann aus der 6i, - Ei, -Funktion 
durch Differenzieren gewonnen werden, 
Öie Querdehnungszahl ergibt sich bei einachsiger Beanspruchung 
aus dem Verhältnis von Querdehnung zu Längsdehnung.~ des 
Betons ist keine Materialkonstante im Sinne des HüON::'schen Ge-
setzes, sondern wird mit zunehmender Druckbeanspruchung grösser. 
Die Anwendung der Elastizitätstheorie setzt Linearität zwischen 
Spannung und Dehnung voraus. Diese Voraussetzung lässt sich in 
der Rechnung dadurch erfüllen, dass man die ia gekrümmt ver-
laufenden (5i;; - t-1:, -Linien von. Laststufe zU: Laststufe durch 
Polygonzüge ersetzt. Die Querdehnungszahlen sind also schritt-
.weise aus den Dehnungszunahmen A.e; und Ä. el pro Laststufe 
in Abhängigkeit von der Spannung Ob nach <ler Formel 
\) f(Üi,) 




In Anlehnung an die Versuche von RASCH [23] werden C.!#- - El -
Linien in Bild 23 für Kurzzeitbelastung (1 °/oo/10 Min.) 
und in Bild 24 für Langzeitbelastung (1°/oo/7 Tage) einheit-
lich für alle Betongüten eingetragen, denn es ergab sich keine 
eindeutige Beziehung zwischen der Querdehnungszahl -.J und der 
Wür:fel:festigkeit ßw. 
+ 1 1-----_i_-
-3 -5 -6 E, %. 
Bild 23 Querdehnungszahl v =I~/ 








0 - 1 -2 -3 -5 -6 
. , --1~, Bild 24 Querdehnungszahl v Eil
für Langzeitlast B 225 ~ 600 
Für ein elastisches }:aterial (Linearität zwischen Srannung: 
und Dehnung) ergibt sich der Schubmodul aus 
E 
t/ % • 
2(A~ v) ( l'i5) 
Für einen elastisch-plastischen Baustoff wie Beton lässt sich 
die Beziehung (145) anwenden; wenn di~ Abhängigkeit des Ver-
f'ormungsmoduls E und ,1er Querdehnungszahl \) von der auftre-





7,222 Spannungs-Dehnungs-Linien der Hetonstähle 
Sie sind in Bild 25 mit E = ~,1 , 106 kp/cm 2 aufuestellt e ~ , 
wobei der Bereich zwischen der Proportionalitäts- und Fliess-
grenze durch folgende Ansätze beschrieben werden kann: 
B Sl- 42 /50 
<r; 4,2 [ ..f z = o, 0347 ( 4,0 - ce) ] , 
B St So /55 
5, G [ 1 0,032,( 1',38 2..-öt : E-e) ] ( 148) 
Vergleichsrechnungen zeigen, dass der Einfluss des fbergangs-
bereiches der Stahlarbeitslinie auf die Momentenkrümmungsbe-
ziehung für praktische Rechnungen unbedeutend ist, 
7,23 Rp,chengrössen 
7,231 Seitliche Biegesteifigkeit (Ely) 





(Bild 26). Bei einer Linksverschiebung durch.das Kippen des 
Balkens entstehen im Beton und im Stahl Biegespannungen, und 




Druck-, links davon Zugspannungen, Die 
Spannungsvergrösserungen an der Balkeninnenseite folgen ~em Form-





wird auch mit dem Dela,tungsmodul und nicht mit der 
Bntlastungsgeraden gerechnet, Dabei bleibt man auf de~ sicheren 
Seite, Weil die seitliche Ausbiegung unendlich klein zu denken 
ist, besteht dann die Spannungsverteilungslinie für den Beton 
aus einer Geraden (Bild 26 a), Der Querschnitt wird in n 
Streifen zerlegt ( hier n = 10). 
Die Lage der-Nullinie folgt aus der Gleichgewichtsbedingung; 
Summe aller Biegespannun-en {st glei~h Null 
" 
~J(J.. ö·dtr: 0 T ' L 
Die Auswertung dieser Bediqgung für den vorliegenden Querschnitt 







'!: a'e ( kp/cm2) 
Bild 25 Rechenwerte für Spannungs-Dehnungslin/en 



















B St. /42/ 50 
B St, 24/34 






~r~"t Bild 26 Druck-
seile 
(Je 
Ee bzw. Ee 
Ub 




E / E / 2 ~ 2 f: b h + E + -,. ,_,z < i ~ ( h,. - k'1) -t e b„ ;f e ~ „ -fÖ ,f 1 J, z. J 
(h;f- ~f '1 2. ~ -+ 
~I, ~ ) + E" Öi, +(h-k) (E & + Ab A Z -1b S' 
b l 
Elio ~a J + ( h,. - k,.)' E:.bo Set '-t + -E„ b o{. + E. ~., -1-
"1b 
I ~-/ Z 
= f:_eh-+ 
~ .b 2. 
~ ., 2 "' 
+h (E.(. +E:~- +E:. 
Z. ZI, '' 2b Z. Zb 
z S" \ (; 
-t-(h - k ) ( E- o~ + E 6b + 
Z. 2 2b " . 2~ 
Daraus wird die Lage der Nullinie n 
- n bekannt, unter 0 0 
achtung, dass h2 = bl - hl ist, 
Für den Rechteckquerschnitt ( bl = b2 = b; kl .•. k4 o) 
erhält. man 
I n L 
,.,z /. { E. Fe + E E~ -t- I_ E Ö· } ,.. e b ~ b Al, L i=-., 
2 I I .., L } = (b -~) { ~ Ee -1- E Fe -+ z f. Ö· b e b i-,, Zb L 
Im Bereich der als ger~ssen betrachteten Betonzugzone ist 
.. 




änderungslinie des Betons und für ~ der Wert Null einzu-
. z.1, l. 
setzen, Im Bereich der Betondruckzone sind ~~e Ezb der ein-
zelnen Strei:fen gleich den ·entsprechenden E
40 
zu setzen. 
Vernachlässigt man den Einfluss der Bewehrung auf die Lage der 
Nullinie n - n , erhält man bei ~leichbleibenden Streifen-o O " . 
dicken ( ~i = const) als Beding~ngsgleichung 
L l 
E E 
,f 1, 2b ( 151) 
aus welcher h 1 berechnet werden kann. Diese einfache Gleichung 
ist auch von HABEL in [31] angeieben, 
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Wird die Gesamtquerschnittsfläche gedrückt (Biegemoment ~it Druck-
kraft), folgt n,, = h 2 = b/z , da in allen Streifen E 2b =Elb 
sind. Zur Aufstellung der Gleichu~g für die Biegesteifigkeit 
Eiy ist die Beziehung Ma = Mi heranzuziehen. 
Mit Mi = i J o tr ö.: d V 
,:. -1 
und M = 
a 
E:: F c. 
e b 
3 ~ 
+ E ~) 
-1 I, 3 
Für den Rechteckquerschnitt vereinfacht sie sich zu 
3 / / n L 
EJr :;. h-4 , ( E. E., + E Fe + l E 1.) -+ 
.3 e b e b t.=-1 /1 j, L hJ( 1 I n i Fe E F-e. 2 E: 8-) + _z. E. -+ 1 + ., 3 . e b e. (.A 2.fo L 
und bei Vernachlässigung der Bewehrung lautet 






S~eht de~ Gesam~querschnitt unter Druck, so 
1 L. l 
Sti. = ~ = Eb h ;f = h 
und 
f: Jr = 




Sekantenmodul Esek ist, der den Randstauchungen E 1 und E 2 ent-
spricht (Bild 27), 
Daher ·,!:.t ( 15b) 
a 
Bild 27 
7,232 Torsionssteifigkei t ( ~ Jt:) 
Die Torsionsversuche zeigten, dass die Torsionssteifigkeit im 
gerissenen Zustand sehr stark abnimmt ( G,Jt,rr. / qJt,I :::::: } ··· ~ ) , 
Bisher ist das Froblem der Torsionssteifigkeit von im gerissen-
en Zustand sich befindenden Stahlbetonbalken noch nicht rest-
los geklärt worden. Es soll im Rahmen dieser Arbeit eine quf der 
sicheren Seite liegende Rechenmethode zur Bestimmung der Torsions 
steifigkeit (C:jJt)ir entwickelt werden·, 
Die Übereinstimmun11: zwischen den Rechenwerten und den z,Z, 
vorhandenen Versuchsergebnissen 1 ) ist gut, Es wird im folgenden 
angenommen, dass sich die Torsionssteifigkeit eines gerissenen 
Stahlbetonquerschnittes aus zwei Anteilen zusammensetzt. 





Zu (Git) Beton ist nur die ungerissene Betonzone in Rechnung 
einzusetzen, Dabei b~eibt der Steifigkeitszuwachs infolge der 
Verzahnung der gerissenen Zone ausser acht. 
Nach der Elastizitätstheorie gilt für die Tor~ionssteifigkeit 
f 32J, [33] 
4Jt = 44ff <f dx dy = 4 G S rp dF ( 158) 
D.h.: Die Torsionssteifigkeit ist proporional dem Volumen des 
über dem Querschnitt errichteten sog, Spannungshügels. 
Die Torsionsfunktion f muss im Inneren des Querschnittes der 
Differentialgleichung 
01.. ef, 01.. cf, 
0 iz. + O'/z = 1 ( 159) 
genügen und am Rand versch,,::.nden. Da der Schubmodul ~(oJ in 
jedem Punkt des ungerissenen Querschnittsanteils infolge des 
unterschiedlichen Beanspruchungsgradcs versch....iedene Werte an-
nehmen kann, so erscheint es als zweckmässig, den Ausdruck 
(158) für die Torsionssteifigkeit umzufor~en wie folgt: 
{9~) 8el-on = 
(160) 





ist lediglich eine Bezugsgrösse und kann dem Ursprungs-
schubmodul gleich gesetzt werden. 
Die Bestimmung der Torsionssteifigkeit 
die Ermittlung der Torsionsfunktion ~ 
(G~ B t ) ist also auf 
'-~ e on 
zurückgeführt. 
Für beliebig geformte Querschnitte kann die Differenzrechnung 
zur Lösung der D,Gl, (161) angewandt werden. Die stetig ge-
krümmte Fläche des sog, Spannungshügels erscheint hierbei als 
Vielkant, dessen Kanten sich im. Grundriss in Abständen~X, b..y 
rechtwinklig schneiden, Die Differentialquotienten werden nach 
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ihrer geometrischen Bedeutung durch Funktionen der Ordinaten 









6x 6.x llx 
t t ,t 
l 
k-f k iwf 
i 
Bild 28 
- Z (f)w + 4'><-.f 
.:\xz 
2 <;pi<. ..... <:?,· 
h l z 
und [34}. 
Oie Differentialgleichung (161) wird eine Differenzengleichung, 
so dass der Zusammenhang zwischen dem bezogenen Schubmodul 
q,. /9
0 
und den Ordinate~ CJ'k der Torsionsfunktion in folgender 
Weise beschrieben wird: 
<fk+" - z (pi:: +. Y".c-"' 
.:iX 2. -t 
( 162) 
Daraus entsteh~ an jedem freien Maschenknoten eine Differenzen-
gleichung wie Gl. ( 162), Längs der Ränder .ist% gleich Null 
zu setzen, 
Bei gleich grossen Abständen ÄX = 6,y ... s des Gitters ist 




In manchen praktischen Fällen sind die Händer gekrümmt, Dabei 
kann nicht ia die Maschenweit.e konstant ii;ehalten werden 
(Bild 29). Für solche Gitterpunkte gilt in i.a. 
= 2 
.6 x,. . f::.X 2 ( A l(.A-+ ~ Xz.) 
2 ,AY,,. ( Cft - Y,,._) - Ä.Yz ( Cf1c. - C.,Ot" ) 
Ay · t:. Y ( b.y + A y__ J 
,.. z. . ... -z . 
Rand 
Bild 29 
Je kleiner die Maschenweiten gewählt werd·en, um so genauer ist 
die Berechnung, um so grösser aber auch die Anzahl der linearen 
Gleichungen (162) und der Umfang der Zahlenrechnung. 
Nach Auflösung der linearen Gleichungen (162) sind nun die ge-
suchten ':f1t. -',lerte für alle Gitterknoten bekannt ( längs der 
Ränder~"= o). Mit Hilfe der SI1'"ll'SON' sehen Regel kann das 
Volumen des uber dem betrachteten Qucrschnittsanteil errichteten 
Spannungshügels JCJ dF berechnet werden. Dann lässt sich aus 
Gl. (160) der Torsionssteifigkeitsanteil (Git)Beton sofort aus-
rechnen. 
Für die praktische Berechnung ist dieser Weg zur Bestillllllung 
von (Git)Beton langwierig .• Man begnugt sich dann mit einem 
Näherungsverfahren, das ~m folgenden geschildert wird. 
Danach lässt sich die Torsionssteifigkeit (Git) berechnen 
Beton 
aus dem Torsionswiderstand Jrdes ungerissenenen Querschnitts-







der der Handfa11er!lt11uchu11g entspricht. Die lt -werte sind in 
vielen Hand- und Lehrt..ilchern für verschiedene Ouerschnitts-
formen angegeben u.11. [:;2], [33}, [35]. 
Nachstehend werden f~r elni~e Querschnitte die 1~ -Werte 
wieder ,:e11:ebe n. 
Fur T-QuerschnH t ( rlild 30) gilt 
-
wobei 
b 3 [ ~ a. A 
-- l -
"' 
Jt C d3[ ,,f = 3 z. 










o 2'1 ~ ( A - j?__ ) ] 
, a.. .,/f2 (}."' 
0, AD S d ( A _ _!!.. \ ) ] 
C. Af/2 C. 
r ) + ~4 b 
b <'.'. d 








t- = d 





Für !-Querschnitt (Bild 31) gilt 
wobei 
3 
= a 1:, [ 1 - b b* o, 21 - ( ,1- -* )J a. . .)20: 
= ~ C d3 · 
3 3 













t"?:, ::: d 
+4 = d 
+Lt -= f-
:, 
+ 0 ,f '!:._,,,) 
I . b 
ta ll-. b ..( d 
ta II s 6 < d 
( o, 46" + 0( A ;z) , 
+o II s +- < d 
ta lls t < d 













Durch die Grösse ( Glt) Bew, ,.ird der Einfluss der Bewehrung auf 
die Torsionssteifi~keit berücksichtigt. 
CO\>'AN [3b] drückt, in Abhän,1rigkei t von der Drillung ~ das 
Torsionsmoment für den mit Spiralen bewehrten Rechteckquer-









Breite des Kernquerschnitts 
Höhe fl 
" 
Stabquerschni tt der S1,iralen 
Verformungsmodul der Spiralenbewehrung 
Ganghohe der Schraubenlinie 
Beiwert, abhängig ·vom dk/bk - Verhältnis 
( 166) 
. T ~ Aus der bel,annten Beziehung G-.1t „ 1" ergibt sich der Torsions-
~teifigkeitsanteil (Glt) wie folgt: 
Bew. 
E 
e ( 1b7) 
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D.ie ~-l•ierte sind in Taf'el XIII in Abhängigkeit von dk/bk 
wiedergegeben /vergl. 36 /. 
Taf'el XIII 
dk/bk 1, 0 1,2 1, 4 · 1,6 1,8 2,0 2,5 
2: 0,564 o, 616 o,658 o,694 0,725 0,750 0,799 
Bei Bügel- und Längsbewehrung wird Gl. (167) zu 
wobei 
bedeuten. 







Die Anwendung dieser Gleichung setzt voraus, dass eine gleich-





Wie Zahlenrechnungen zeigen, beträgt (Git)Bew: nur einen 
kleinen Bruchteil von (Git)Beton" Daher wird (Git)Bew. in den 
meisten Fällen ausser acht gelassen. 
7~233 Steif'igkeitsverlauf' längs der Balkenachse 
Bei veränderlichen Biege- und Schubbeanspruchungen, wie z.B. 
der Fall eines Balkens unter Querbelastung, sind die Bieg_e-
und Torsionssteifigkeiten längs der Balkenachse ebenfalls ver-
änderlich. 
Die in der vorliegenden Arbeit angegebenen Gleichungen zur Be-
rechnung der kritischen Lasten sind unter der Voraussetzung 
konstanter Steifigkeiten längs der Balkenachse abgeleitet 
worden. Es erweist sich als notwendig, um diese Gleichung an-
wenden zu können, konstante Steifigkeitsgrössen in Rechnung 
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einzusetzen. Dies geschieht in der :folgenden Weise: 
Fur 'die Ermittlung der seitlichen Biegestei:figkeit (Eiy) ,.-ird 
der Schnitt m - m (in Balkenmitte) als massgebena betrachtet, 
weil dieser Schnitt, der sich im Bereich des grbssten seit-
lichen Homentes M 2 = EJ„ r.i.° be:findet, die kleinste Biegestei:fig 
keit (Ely) besitzt (Bild 32). 
{li A1 , 1 s~ 1 1 , \s1 E 
- !s Im sj 
---.r---------'---' -----.---l 
Bild 32 Riß bild 
Der Ermittlung der Torsionsstei:figkeit (Git) wird hingegen der 
Schnitt s-s (im Abstnnd 2h bis 3,5h vom Au:flager) zugrunde ge-
legt [37], \\Ci i dieser Schnitt, der im Bereich des grossen Tor-
, 
sionsmomentes ML. =- -~JtCf liegt, die kleinste Torsionssteit'ig-
keit (Git) besitzt. C:in lJief:P.Schubbr11ch k«nn durch Zerstörung 
der Betondruckzone arr. Ende eines Schubrisses eintrete11. Fur 
ein:fache Dalken unter Gleichlast lässt sich die Lage des kri-
tischt!n Schnittes s-s b·ei Schubbruchge:fahr aus der Beziehung [37] 
kril-. (th) - 9 
bestimmen, 
L 0,3 h 2,5 
( lb9) 
Die Nullinienlage, die zur Berechnung der Stei:figkeitsgrössen 
er:forderlich ist, ka.nn nach der Schubbruchtheorie nach \o.ALTHER 
[37] bestimmt werden. Hierzu vergleiche man Beispiel 8 im An-
hang. 
Die au:f diese Weise berechneten Stei:figkeiten (Eiy)min und 
(Git~min stellen die kleinsten ~erte dar, die überhaupt längs 
der Balkenachse existieren. Dabei bleibt man au:f der sicheren 
Seite. In der Tat besitzen die in der Nähe von Au:flagern lie-
genden und nicht rr.ehr gerissenen Querschnitte relativ höhere 
Stei:figkeiten als die übrigen, die mehr oder minder stark 









Bild 33 Stei figkeitsverlauf 
Im folgenden soll versucht werden zu zeigen, wie gross der 
Steifigkeitszuwachs gegenüber den minimalen Werten (Ely) min 
und (Git)min betragen kann., wenn diese Tatsache in der Rechnung 
berücksichtigt wird. 
Der Untersuchung wird ein Balken unter Gleichlast ·mit h=l/12 
und zs = 3h = 1/lf zugrunde gelegt. Es wird angenommen, dass der 
Zuwachs der minimalen Steifigkei ten (Ely) . bezw. (Git) . auf 
min min 
die max. Werte (Ely)
0 
bzw, (Glt)~ der Einfachheit halber nach 
einer Sinus-Funktion erfolgt, 
Aus dem Ausdruck (9) für die Formänderungsarbeit sind die An-
teile L 
. _[ (EJ,)z ,, z U..s dz. 
{ I 2 J (4Jt)z Cf · dz 
0 
zu betrachten, Um die ÜbersichtLichkeit der Berechnung beizu-
behalten, wird ferner vorausgesetzt, dass die Verschiebung us 
und die Verdrehung 'f durch ein:(ache Sinus-Funktionen beschrieben 
werden dürfen 
a Stil !f3 = „ l C ,, .r,n v2 L 
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Gemäss der vorstehenden Ausführungen lässt sich der Verlauf 
der Biegesteifigkeit im Bereich o S, i! ...,;_ L/4 durch den Ansatz 
.s, n z 71~ 
-L ( 170 a) 




( 170 b) 
Dabej bedeuten 
8 ,,. (EJy t :. ß :::. (,_EJy)min ; Bz ~ lEJy )z 
0 ..... 
Co "'- {~J,Jo ; cm ,: (4J,J ... ·,,, 
' 
(z •""- ( GJt)z 
Die Auswertung der obigen Integrale unter Beachtung der 
Gln, (170) 1·iefert ·für die Biegesteifigkeit 
z _4 [ B ( 1... - :v) + Bm ( ~ir ~ )] a. " -+ , ,, T3 0 8 ( 171 a) 
und fllr die Torsionssteifigkeit 
2 2 1 
:ri) C, ( -1 ./( ) C Tr [(( r -+ 8 + Lf iT ] ,, L m ( 171 b) 
Analog erhält man, .. -enn 
B = z B 0 :. C = C = Co ns 1-. -z. 0 
2 4 
.B 0 ~ rr T3 7j , für die Biegesteifigkeit 
fur ~ie Torsionssteifigkeit 
c2 1r2_ C0 
A l Lf. ( 172) 
Durc~ Dividieren des Ausdruckes (171) durch (172) ergibt sich 
ein Beiwert, welcher, wenn mit ~er max. Steifigkeit multipli-
ziert ~ird, die Ersatzsteifi•keit wie folgt liefert: 
(EJ'f ).tls. = (EJ,,1 [ o, 023 -+ 0 917- (i=.J,,),,,;,i 1 • 
, (EJJo ( 173) 
(C°.?J1J~. ,: ( C,JtJ,J o,A80 :-t o, 820 l 4Jt)..,; ... J (4 .Tt) 0 ( 174) 
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Die Gln. (173) und (174) gelten nur für den behandelten Fall 
unter den gemachten Voraus~etzungen. Für andere Fälle lassen 
sich sinngemäss ähnliche Formeln ableiten. 
7.234 Lage des Schubmitt~lpunktes 
Der Schubmittelpunkt Mist bekanntliche sowohl der Lastan-
griffspunkt bei verdrehungsfreier. Biegung als auch der DrehJ•unkt 
bei reiner Verdrehung. Bei offenen, dünnwandigen Querschnitten 
aus druck- und zugfestem Material lässt sich die Lage des Schub-
mittelpunktes yM leicht bestimmen. 
Schon bei dickwandigen Querschnitten aus ideal elastischem 
Baustoff bereitet die Bestimmung von M erhebliche Sch,,.-ierig-
keiten. 
Bei Stahlbetonquerschnitten ist das Problem noch schwieriger, 
weil die Lage des Schubmittelpunktes von vielen Faktoren beein-
flusst werden kann, die im folgenden etwas näher betrachtet 
werden sollen. Die aus der Verdrillung resultierendmSchub-
spannungen können hauptsächlich nur von der ungerissenen Beton-
zone aufgenomn:en werden. Dabei wird die Beteiligung der eventuell 
zwischen den Rissen verbleibenden Betonanteile an der Aufnahme 
der Torsionsschubspannungen vernachlässigt. Danach darf der 
Schubmittelpunkt so bestimmt werden, dass nur die ungerissene 
Betonzone in Frage kommt. Der Einfluss der Stahlbewehrung auf 
die Lage des Schubmittelpunktes ist schon von MORICE [38] bei 
Rechteckquers.chnitten untersucht worden. Die unsymmetrisch ge-
legenen Stahleinlagen verursachen eine Verschiebung des Drill-
ruhepunktes N zur Seite der Stahlbewehrung. Aus der erwähnten 
Untersuchung von HORICE lässt sich erkennen, dass der Einfluss 
der Bewehrung auf die Lage ~on M vernachlässigbar klein ist. 
Das plastische Verhalten des Betons in der Biegedruckzone eines 
Querschnittes verändert ebenfalls die nach der ~lastizitits-
theorie ermittelte Lage von M ( Verschiebung zur Nullinienseite), 
denn die äussert liegenden,stark beanspruchten Fasern der.Druck-
zone sind in Hinsicht der Auf'nehmbarkeit von Schubspannungen 
schwächer ~ls die inneren, geringer beanspruchten Fasern. 
Die Lage des Schubmittelpunktes von dickwandigen Querschnitten 




Da die ungenaue Bestimmung der Lage von M nur unwesentlich 
die krit~sche Last eines B~lkens mit dickwandigem Querschnitt 
ändern kann, so lohnt sich nicht, eine genaue Untersuchung 
durchzuführen (vergl.Beisµi~l8). Deshalb wird hier der tle-
stimmung von M der ungerissene Betonquerschnittsanteil, und zwar 
im Schnitt s - s ( z5 = z 1, ... 310h ) zugrunde gelegt. Dabei wer-
den die Einflüsse der Stahlbewehrung und der Flastizität des 
Betons auf die Schubmittelpilnktlage vernachlässigt. 
7.235 r"_ Grösse 
(.'l.) 
Für den Anteil des Torsionsmomentes 1"\l infolge der Schräg-
stellung der Länjsfasern beim Verdri]]cn gilt 
(a) 
M~ = 
Jl;ach der· Blastizi tätstheorie darf filr die Spannunii; angesetzt 
werden: 
ö = 
Dann ergibt sich 
(4) 
MC:: = 





wobei Mx äusseres Biegemoment :Ln z~:hn) i tt m-m 
(z.B. bei Gleichlast Mx= r / u 
Ö = vo·rhandene Spannung im Schnitt m-m infolge Mx 
bedeuten. 
Gemäss Bild 34 schreibt man: 
i_ ( ~1 DL·) I I Z 2 j o/dF 
- + 
~ be er_ I ~ be IF 
. A2 J,~ /12 e ,A2 e. L,.. ,f 3 
j {Y/ 2 dF t ( bi bi tr:.) n ( b ö z = AZ h +L_ ( i i;,i 6i:d 1.-=A i"' 1 
































Spannungsverteilung an Stelle z = l/2 
7.236 e- und f- Grössen 
Der Schwerpunkt des Gesamtbetonquerschnittes ~ird als Bezugs-
punkt gewählt. 
Die Lage des Schubciittelpunktes und des Lastangriffspunktes 
wird durch den Abstand yN bezK. e von der Bezugsachse x fest-
gelegt. Durch den Abstand f von dem Lastangriffspunkt wird 
die Lage des Aufhängepunktes bestimmt (Bild 35) 
7.2q Sicherheitsbetrachtun~en 
Die Bemessung für Biegung mit und ohne Druckkraft sieht einen 
globalen Sicherheitsbeiwert von 1,75 vor, der lediglich in 
einem Bereich zur Abwehr der Gefahr eines unangekündigten Bruches 
auf 2,1 erhöht wird. Deutliche Rissbildun~ wird als hinreichende 
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Ankündigung eines bevorstehenden oder drohenden Bruches ange-
sehen. Als Vergleichsgrösse für die Rissbildung kann zweifel-
los die Dehnung. der Stahleinlagen dienen, weswegen für Stahl-
dehnung ~ 3°/oo der Sicherheitsbeiwert mit 1,75 festgelegt 
wurde. Zwischen Stahldehnungen von 3 °/oo und O 0 /oo steigt 
der· Sicherheitsbeiwert linear auf 2, 1 an und bleibt dann in 
dieser Höhe konstant. 
Der Kipr,vorgang klassischer Art ist zweifellos ein kurzzeitig 
ablaufender Vorgang. Dabei liegt die Gefahr eines unangekündig-
t~n Br~ches vor, Daher empfienl t es sieh, einen Sicherheits-
beiwert gegen Auskippen von 2,5 einzuführen. Die Erhöhung der 
Kippsicherheitszahl von 2,1 auf 2,5 ist erforderlich, da un-
vermeidliche kleine t:nsymmetrie in Balkenabmessungen sowie in 














Die Berechnung der Kipplast eines Stahlbetonbalkens kann nur 
iterativ erfol~en, ·weil diese von den zunächst unbekannten 
s·teifigkeiten (Ely) und (Glt) abhängig is,t. Der Rechenaufwand 




I • 1 Für den Schni ~t m-m in der Balkenm·i tte ( z = 1/2) wird aus 
den Gleichgewichtsbedingungen und der Hypothese von 
NAVIER-BERNOULLI das aufnehmbare Moment Mm bei anwachsen-
den Betonstauchungen ebermittelt, 
Nun sind der Nullinienabstand x und die Stahldehnung Ce 
bekannt, Die dem aufnehmbaren Moment zugehörige Last \ ql 
ergibt sich bei Gleichlast 
8 ""'" -L-
wobei 1 die Balkenstützweite bedeutet, Zweckmässig werden 
die errechneten Werte in einer Tafel zusammengestellt. 
Betonstau- Nullinien- Stahldeh- aufnehmbares zugehörige 
chung abstand nung Moment Last 
t: b ( % 0) X C C,,.,) ee l-t,) l"lm (l<~.cm) 1l (k~) 
I.2 Für jede vorge~ebene Betonstauchun~ Ct,und die zugehorige 
Stahldehnung fe kann aus der Spannungs-Dehnungs-Linie des· 
Betons und des Stahls der Verformungsmodul E in jedem 
Punkt des betrachteten Querschnittes m-m abgelesen werden, 
Die seitlichen Biegesteifigkeiten (Eiy) könneu aus Gl,(152) 





aus Gl, (149) bestimmt wurde, Nun kann 
die Beziehung zwischen der ·Last ( ~[ ) und der Biegesteifig-
kei t (Eiy) zeichnerisch aufgestellt werden, 
I,3 Mit der bekannten Spannungsverteilung in der Betondruck-
zone sowie der Stahlspannung lässt sich die Grösse ~ aus 
Gl, (175) für die verschiedenen Belastungen ohne weiteres 
bestimmen, 
II,1 Zunächst ist die Lage des kritischen Schnittes s-s aus 
Gl, (169) zu bestimmen, 
Aus den Gleichgewichts- und den von WALTHER erweiterten 
Verfonnungsbed.ingungen lassen sich die im Schnitt s-s auf-
tretenden Momente Ms .. für anwachsende Betonf>tauchungen 
ermitt~ln, (vergl, Beisp, 8}. 
Ebenfalls werden der Nullinienabstand x urid die Stahldehnung 
ee bekannt, Die dem auftretenden Moment zugehörige Last 
lässt sich leicht berechnen, 
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Zweckmässig werden die errechneten Werte in einer Tafel 
zusammengestellt. 
Betonstau- Nullinien- Stahldeh- aufnehmbares zugehorige 
chung abstand nung Moment Last 
t1, (%0) X . (Cm) E.e C.tJ Ms (kp- (m) ~L ( kp) 
II.2 Da nun die Dehnungsverteilung im s-s bekannt ist, lässt 
sich ·aus der 6'i, - &i,-Linie des Betons der Sekantenmodul 
Esek ermitteln, und aus Bild 23 die zugehörige Querdehnungs 
zahl Ysek b·estimmen. Nun kann der Schubmodul aus Gsek 
--,:--;,----E_s~c=-=.l< ___ ermittelt werden, 
2(A-+~el<) 
Die Torsionssteifigkeit {Glt) setzt sich aus (Glt)Beton 
+ (Glt) Bew. zusammen. 
(Glt)Beton = Gsek 1 t ' 
wo_bei lt der Torsionswiders.tand des ungerissenen Quer-
schnittsanteils bideutet. 
It kann z,R. für T-Querschnitt aus Formel (164) bezw. für 
!-Querschnitt aus Gl. (165) ermittelt werden. 
(Git)B kann ebenfails aus Gl. {1b8) bestimmt werden, 
ew. 
aber meistens darf sie vernachlässigt werden. Nun kann 
die Beziehung zwischen der Last (11) und der Torsions-
steifigkeit Git zeichnerisch aufgestellt werden, 
II,3 Für den ungerissenen Anteil des betrachteten Querschnittes 
s-s kann die Lage des Schubmittelpunktes bei verschiedenen 
Belastungsgraden ermittelt werden. 
III. Nun sind die gesuchten Beziehungen zwischen (Eiy), (Glt), 
rx , yM und der Last ( ~l) vorhanden. Die Kipplast ist, 
•ie folgt, iterati~ zu bestim~en. 
Setzt man in die Kippgleichung des vorlie.genden Falles 
einen abgeschätzten Wert für d~e Kipplast mit seinen zuge-
hörigen Steifip;keiten ein, so erhält man als richtige KipJ•-




7.261 Verfahren von PETTERSSON V4] 
Zur Berechnung der Kipplasi eines Stnhlbetonbalkens gibt 
PETTERSSON reduzierte E-Moduli an, die von den Bet~ngüter, je-
doch nicht von der Grbsse der Beanspruchung, abhängig sind. Sie 
sind in Tafel XIV wiedergegeben, 
T a f e l XIV 
Betongi,tte 150 200-250 
(Kp/cm~) 
300-350 4po-450 500-550 600 
E:. 
(Kp/cm2 ) 70000 85000 105000 120000 130000 140000 
Für den Schubmodul gilt die Beziehung i = 0,5 f. 
Durch die reduLierten E- und G-Moduli sollen die Plastizität 
und die Hissbildung des Betons berücksichtigt werden. 
Der Bestimmung des Trägheitsmomentes Iy und des Torsionswider-
standes lt wird der Gesamtbetonquerschnitt (ohne hisse und Be-
wehrung) zugrunde gelegt. Nach PETTERSSON ist eine Sicherheits-
zahl von 3 erforderlich, 
7.262 Verfahren von HANSELL-WINTER [19) 
HANSELL und WINTER b.erücksichtigen die l'lastizität des Betons 
in der Weise, dass der Elastizitätsmodul E und der Schubmodul G 
durch Sekantenmoduli E und G = ~sek. ersetzt werden, 
sek sek Z{ A + V) 
die der auftretenden Randfaserstauchung zugehören, Der Berech-
nung der Steifigkeit (Eiy) und Glt) wird die Betondruckzone 
zugrunde ge-legt. Dabei· ist der Einfluss der Bewehrung auf die 
Steifigkeitswerte zu ve'rnachlässigen. Z.B. gilt für den Recht-
eckquerschnitt 
X b3 EJy = tsclt ~ 




b = Querschntttsbreitee 
x = Höhe ~er Biegedruckzone. 
7.263 Verfahren von SIEV [20] 
Für Stahlbeton-Recht~ckquerschnitte gibt SIEV verschiedene 
Formeln zur Berechnung der seitli~hen Steifigkeit.Eiy im 
elatischen Zustand mit Rissbildung sowie im plastischen zu-
stand mit Rissbildung unter idealisierten Annahmen bezüglich 
der (;' - e -Linie sowohl für Beton als auch für Stahl an. rm 
elastischen Zustand gilt (Bild 3b): 
. . z 
E J = ~ x E:.~ ( b2 + D,1 ) 
'f Oi.,r i! 'JC 4(h-X) 
Im plastischen Zustand: 
b2 M EJ .,, 
Y 42o< Ei.,, ( h _ ot. ;;r) 
Dabei bedeuten 
M = das vorhandene Biegemo.ment, 
6-;~= die maximal auftretende Betondruckspannung, 




E~= Elastizitätsmodul des Betons, 
o,,. = Völligkeitsgrad, 
, 
0(. = Hebelbeiwert. 
o1,'x 
" 
Z= h-aL X 
h-x 




Die vorstehenden Formeln las~en sich in der all~emeinen Form 
schreiben, und 
EJy = X b
3 
AZ 
z"'ar wie fol~t: 
C. Sek -+ (~")
2 
F E z e e 
Das heisst, dass nur die Druckzone von dem Gesamtbetonquer-
schnitt als wirksamer Querschnittsanteil in die Hechnung .einzu-
setzen ist. 
Hingel':en wird der··Oerechnung der Torsionssteifii,keit der Gesamt-
betonquerschnitt (ohne Berücksichti.u:·ung der Bewehrung) zugrunde 
gelegt. z.B. gilt für Rechteckquerschnitt 
b )2. ( A - o, 35 d 
Eine direkte Ermittlung der Kipplast kann sogar für Balken 
mit Rechteckquerschnitt nicht vorgegeben werden, da die Biege-
steifigkeit von der zunächst unbekannten kritischen Belastung 
abhängig ist. 
7.264 Verfahren von LEBELLE [12] 
LEBELLE gibt folgencle Em:r:fehlun!'en für die Bestimmung des 
E-Moduls bei Spannbetonträgern an. Für Kurzzeitbelastungen 
(bis zu 4 Stunden Dauer) ist der E-Modul mit der Grösse 
E (ki:;/cm2 )_ = 18000 ( 1 - i ) {h einzusetzen, wobei ßr, die 
dem Alter des Betons entsprechende Prismenfestigkeit bedeutet. 
Bei einer Belastungsdauer von t Stunden ist für 4 < t < 100 der 
t - 4 E-Nodul mit dem Faktor 1 - 200 zu 
Bei Dauerbeanspruchung kann mit E ~ 





G = o,4 E zu setzen. 
werden. 
Das Träghe;i.tsmoment Iy ist für den Gesamtquerschnitt ohne Be-
rücksichtigung eines Abzuges für Spannkanäle, aber mit n-facher 
schlaffer 1,·ängsbewehrung zu ermitteln. 
Der Drillwiderstand It wird ohne Berücksichtigung der schlaffen 
Längsbewehrung berechnet, in dem man in ublicher Weise die 
Werte der einzelnen Querschnitte summiert. 
LEBELLE empfiehlt eine Sicherheitszahl von 3 anzunehmen. 
7.265.Kritische Betrachtungen zu den Näherun~sverfahren 
Gibt man den E-Modul nur in Abhängigkeit der Betongüte an, wie 
im Verfahren von PETTERSSON, so stellt das Verfahren eine grobe 
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Näherung ~ar, weil der E-Modul in erster Linie von der Höhe 
der Beanspruchung abhängt, Wird hingegen, wie bei den Ver-
fahren von SIEY, HANSELL/\1INTER oder LEBE.LI E, der E-1'1odul in 
AbhängigKeit von den auftretenden Spannungen ausgedruckt, so 
muss dje Bestimmung der Kipplast auf dem iterativen kege er-
folgeri, Dadurch erschwert sich die Berechnung der Kipplast. 
Bei einigen Yerfnhren (fETTERSSON und LEBELLE) wird der Be-
rechnung von Iy der Gesomtbetonquerschnitt mit oder ohne Längs-
bewehrung wie im Stadium I zugrunde gelegt, Meistens befindet 
sich der Balken unter der Kipplast schon im Zustand II (mit 
Rissen), Die Steifigkeit Eiy nimmt infolge der Risse sehr stark 
ab, Aber die Steifigkeitsabnahme kann in der Rechnung durch die 
festgelegten kleineren E-Moduln berücksichtigt werden, 
Sinngemäss gilt dasselbe für die Torsionssteifigkeit, 
Wird nur die Retondruckzone zur Berechnung der Biege- und 
Torsionssteifi!!kei·t zugrun°de gelegt, wie bei den Verfahren von 
HANSELL / ~INTER, so stellen di~ erhaltenen Steifigkeiten die 
kleinsten Werte dar, 
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8, Experimentelle Untersuchuniren 
8.1 Vorwort 
Die strenge elastizitätstheoretische Lösung des Kipp-~roblems 
erfordert einen ausserordentlich hohen mathematischen Aufwand, 
Daher wurden für die hier behandelte Theorie über die Kipp-
stabilität vereinfachende Voraussetzungen ~emacht, deren Ein-
flüsse auf die Untersuchungsergebnisse erläutert werden sollen. 
Es wurden linearisierte Gleichun,a:en in Ansatz ,o:ebracht, Der 
Krummungsradius der elastischen Linie wurde mit ~=~,,angesetzt 
. ~ r ')-z.Jl/z. statt des ,a:enauen Wertes ~ = i:i" v1 + ( U. , Dadurch wurde eine 
Verzweigungslast gefunden, die nur für sehr kleine Deformationen 
zur Geltung kommt, Das Mass der Ausbiegung blieb dabei unbe-
stimn,t. Ebenfalls wurde der Einfluss der von den Querkräften her-
vorgerufenen Schubspannuniren auf den Verl'o.rmungszustand vernach-
lässigt, da bei offenen Querschnitten und nicht gedrungenen 
Trägern die Schubverzerrung meistens bedeutungslos ist, Zur 
"eiteren Vereinfachung wurde auch die Hauptkrümmun!( vernach-
lässigt. Das bedeutet, dnss der Einfluss der Krümtoung in der senk-
rechten Richtung auf das seitliche Aus-eichen ausser acht bleibt, 
In Wirklichkeit erfährt der Träger vor Erreichen des kritischen 
Zust,indes in der Symmetrieebene endliche Verformungen, Für den 
Fall des mit zwei gleichen Endmomenten belasteten Balkens, er-
mittelte CHhALLA ~o] das Kippmoment unter Berücksichtigung der 
Hauptkrümmung und kam zum Schluss, dass dieser Einfluss für 
!-Träger vernachlässi1i:t werden darf, Dies gilt oft'.ensichtlich 
für solche Querschnitte, deren Eix>>EI,.. ist, Es fragt sich, 
ob die Vernachlässigung der Hauptkrümmung bei flächenartigen 
Trägern, wobei Eix< EIY, gerechtfertigt ist, 
Da der Balken nie mathematisch gerade und unverdreht ist, der 
Kraftangriff nie irenau in der Symmetrieebene erfolgt, treten 
wiederum zusätzlich, endlich grosse Verformungen auf. Die Be-
stinunung der kritischen Last bei diesen unvermeidbaren anfäniz:-
lichen Verformungen stösst hier aui' erhebliche Schwierigkeiten. 
Diese Aufgabe könnte näherungsweise als Spannungsproblem z"eiter 
Ordnung behandelt werden L~11. Es wurde ebenfalls vorausiz:esetzt, 
dass unter der Belastung die Querschnittsgestalt erhalten bleibt, 
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Sind die einzelnen Scheiben des Querschnittes sehr dünn, so 
kann sich die Querschnittsform während der Verformung merk-
lich ändern. Dadurch kann die Spannungsverteilung stark beein-
flusst werden. Ferner wurde angenommen, dass Beulerscheinungen 
beim Kippvorgang ausgeschaltet sind, Oft ist eine scharfe 
Trennung der beiden Vorgänge nicht möglich, 
Trotz dieser vereinfachenden Annahmen ist eine al~gemeine 
Lbsung der Differentialgleichungen des Kipp-Problems ausser-
ordentlich schwierig bzw. unmöglich, Daher wurde in der vorlie-
genden Arbeit von der Energiemethode unter Verwendunp relativ 
einfacher Lösung~ansätze zur Beschreibung der Kippfigur Gebrauch 
gemacht, Hierbei wurde in Kauf !'enommen, dass die durch die 
Energi~methode ermittelten kritischen Lasten etwas grösser sind 
als die exakten ~erte, 
Es lag deshalb nahe, die Genauigkeit der gewonnenen Lbsung~n 
im Experiment zu überprüfen, Bislang sind nur wenige Versuchs-
ergeb~isse über das Kippverhalten von Balken bekannt, Es sei 
in diesem Zusamu,enhang auf die Versuche von FLINT hingewiesen 
(vergl, ~, Hierbei handelte es sich um gabelgelagerte I-Balken 
unter Gleichlast, Die Übereinstimmung der Versuchsergebnisse 
mit der Kip~theorie ist sehr gut. 
H,2 Beschreibung der Versuchs- und Belastungseinrichtungen 
Es wurden in der Hauptversuchsserie b Versuchsträger untersucht, 
davon 4 Versuchskörper ohne Endscheiben und 2 mit Endscheiben, 
Alle Versuchsträger hatten eine Stützweite von 954 mm und efnen 
V-förmigen Querschnitt, dessen Abmessungen in Bild 37 dar-
g_estell t sind, 




Die Abmessungen Wl.lrden so gewählt, dass die an der Stabilitäts-
grenze auftretenden Spannu11gen weit unter der Froportional-
i tät sgrenze des Materials lagen. Als geeignetes Material für 
die Hauptversuchsträger wurde Alu 99 F 8 (DIN 1712 Bl.J) ver-
wendet. Aus Materialuntersuchungen wurden die mechanischen Ei-
genschaften des Alu 99 F 8 ermittelt (Tafel XV) 
Tafel XV 
Bezeichnung nach 0 1 2-Grenze Zugfestigkeit Dehnung E 2 G DIN 1712 Bl. 3 
~z (k~/,,,,;J Öp_, (ll~ ,..,.,,,?) \o ~o kp/mm kp/mm 
Alu 99 F 8 2 8 25 bßoo 2700. 
2 
Aufgrund einiger Vcrversuche mit verschiedenen Werkstoffen (St.37, 
Alu 99 F 11, Alu 99 F B} wurde sich filr die Durchfuhrung der 
Hauptversuche für Alu 99 F B entschieden. Als Ersatz für die gleich-
mässig verteilte Streckenlast wurden die Versuchsmodelle mit 8 
Einzellasten an jeder Seite des Querschnittes bel~stet (vergl. 
Bild 38 und 39). Die Lasten wurden mittels Büchsen eingetragen, 
die an hochfesten Stahldrähten (~ o,6 mm) hängen (Bild 40). 
Die Laststeigerung erfolgte durch Zugabe von Stahlschrott in den 
Büchsen. Be- und Entlastung wurde mittels einer Hubeinrichtung 
in Gestalt eines ölhydraulichen Wagenhebers durch.~e:führt (vergl. 
Bild 39). 
Durch die hier beschriebenen Belastungseinrichtungen wurde ge-
währleistet, dass die eingetragenen Lasten bei allen Verformungs-
zuständen immer in lotrechter Richtung wirkten. 
Die Prüfkörper wurden ~n beiden Enden so aufgehängt, <lass deren 
Entfernung in Richtung der Trägerachse genau der Stützwe~te 
entsprach. 
Die Aufhängepunkte der Prüfkörper ohne Endscheiben wurden als 
Gelenke ausgebildet, so dass sich die Prüfkörper einwandfrei.um 
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Bild 38 Statisches System des Versuchskörpers 











Durch ein Kugellc>ger wurde der Reibungseinfluss auf ein Minimum 
herabgesetzt, Die Wellenachse des Kugellagers wurde als theore-
tischer Aufhängepunkt angenommen. Dabei war die Aufhängehöhe f 
von der Wellenachse bis zur Querschnittsschwerachse zu messen 
(Bild 42), 
Es war notwendig, eine horizontale Oruckstrebe zwischen die 
!'unkte B-B gelenkig einzubauen, um die Ablenkkraft infolge der 
Richtungsänderung der Auflagerkräfte aufzunehmen, Danach wurden 
die Trägerenden weitgehend von Störungen frei gehalten, gleich-
zeitig war die Verwölbung der Endquerschnitte nicht verhindert, 
Zwei Versuchsköri,.e·r wurden mit Endscheil>en versehen, um den Ein-
fluss der Enrlscheiben auf den Kippvorgang zu studier,en. Zu die-
sem Zweck dienten zwei Platten aus Leichtmetall von 10 mm Dicke, 
An den beiden Trägerenden ,.urden je eine Flatte mit Kunststoff-
kleber x-60 angeklebt (Bild 43 und 44), Der Aufhängepunkt lag 
gemäss Bild 43 in der Endplatte. Ferner erhielten die Endschei-
ben eine V-förmi,o;e Rille von 2 mm Tiefe, damit ein wirkungsvoller 
Anschluss mit dem Versuchskörper gewährleistet wurde. 
Mit Hilfe eines am Riegel des ~rüfgestells befestigten Winkel-
messers konnte man die Verdrehung des Mittelquerschnittes des 
Prüfträgers verfolgen. (vergl. Bild 45). 
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Die Belastung der Versuchsträger erfolgte stufenweise, wobei zu-
nächst Gewichte von je 500 p bzw. 100 p in jede Büchse einge-
legt wurden. In der Nähe der Kipplast wurde die weitere Be-
lastung durch Schrotteisen aufgebracht. Das Gewicht der Last-
ejntragungskonstruktion wurde entsprechend berücksichtigt. 
Mit Erhöhung der Laststufen war eine deutlich zunehmende ~m~find-
l{chkeit des Versuchskörpers gtgen Störkräfte zu beobachten. 
Die kritische Last war eindeutig dadurch gekennzeichnet, dass es 
nicht mehr möglich war, eine einrleutige Gleichgewichtslage des 
Versuchskörpers zu finden. Einer über der kritischen Grenze lie-
genden Belastung konnten mehrere Gleichgewichtslagen zugeordnet 
werden, deren Beständigkeit gegenüber geringen Störungen jedoch 
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verschieden gross war. 
8.4 Versuchser~ebnisse 
Es wurden insgesamt 6 Versuchsmodelle untersucht. Dabei wurden 
die Aufhängehöhen und die Randbedingun~en variiert. 
Zu der 1. Gruppe gehörten 4 Versuche mit Versuchskörpern ohne 
Endscheiben (vergl. Bild 40). 
Zur 2. Gruppe gehörten 2 Versuche mit Versuchskörpern mit End-
scheiben (vergl. Bild q5). An diesen Versuchsmodellen sollte der 
Einfluss der Verwölbungsbehinderung der Endquerschnitte auf die 
Kipplast experimentell untersucht werden. 
Versuchsträger Nr. 1 (ohne Endscheiben) 
Die Angriffspunkte der Last lagen in der Schwerpunkthöhe des 
Prüfkörpers. Der Abstand f zwischen Lastangriff und Aufhängung 
betrug 25 min. Die Last wurden stufenweise auf@:'.ebracht. Nach-
folgend sind die einzelnen Laststufen aufgeführt: 
Laststufe 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
vorh. Last 4,96 12,87 2o, 78 23,94 27, 11 28,69 30,27 31,84 32,34 
(kn) 
Bei der 9. Laststufe befand sich der Versuchsträger noch im 
Gleichgewichtszustand. Dabei traten nur se_hr geringfügige Ver-
formungen auf, die auf das elastische Verhalten des Materials 
zurückgefllhrt werden konnten. 
Bei einer geringfügigen ErhöhtlDg der Belastung hielt sich der 
Versuchskörper nicht mehr in der geraden Gleichgewichtslage 
(vergl. Bild 46). Bei Entlastung erhielt der Träger seine ur-
sprünglich gerade Lage wieder zurück • 
. Das bedeutet, dass die kritische Last (Verzweigungslast) der 
vorhandenen Belastung bei der 9. Laststufe nämlich pkl = 32,34Kp 
entsprach. ee·i we·i terer Erhöhung der Last nahmen die Verformungen 
- fast Verdrehung um Schubmittelpunkt - sehr rasch zu bis zur 




======== Bild 47 
======= 
Die weiteren Laststufen betrugen: 
Last s'tufe Nr, 10 11 12 
vorh, Last (Kp) 33, 76 :;4,72 35,94 
Unter der 12, Laststufe ging der Versuchskörper zu Bruch 
(siehe Dild 47), 
D,h,, die maximale Traglast -e_l = 35, 94 '<f · 
T 
Bei einer Belastun~ höher als die der Ki1~last (oberhalb 
der 9, Laststufe) konnte der Versuchsträger verschiedene aus-
gebogene Gleichgewichtslagen je nach der Grösse der Störkraft 
annehmen, Der Träger behielt diese ausgebogene Lage auch nach 
'Wegnahme der Stilrkraft bei, während er im stabilen Gleichge-
wichtszustand (unterhalb der kritischen Last) zur einzig mög-
lichen Gl~ichgewichtslage (gerader Lage) zurhckkehrte, sobald 
die Störkräfte entfernt wurden,· 
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In, folgenden werden die Ergebnisse der verschiedenen Laststufen 
nicht mehr irn einzelnen aufgeführt; es werden lediglich die 
Kipplast .sowie die Traglast angegeben. 
Versuchsträ~er Nr. 2 (ohne Endscheiben) 
Dieser Versuch unterscheidet sich nur durch die Aufhängehöhe f. 
Hierbei betrug f = 50 mm 
Kipplast pl = 34, 9b kp 
k 
Traglast /:,{ = 39,80 kp 
r 








3b, 2b kp 
41, 1b kp 















= 200 mm 
37,00 kp 
42,44 kp 
Nr. 5 ( rni t 
25 mm 
~l 36,51 kp 
~l 39,24 kp 
Nr, 6 ( mit 
p,. l 
P,.' 
= 50 mm 










8.5 Auswertung der Versuche 
8.51 Querschnittswerte des Versuchsträ•ers 
='95,40 cm 
Y.. +4,o cm 
r. = -8,o cm 
d = +4,0 cm 
e= o,o cm 
~= 0,0254 4 cm 
J,. .. 72,3968 4 cm 
J. = 18,0992 4 cm 
C = O, 2714 b cm 
"i 
Mit den experimentell ermittelten E- und G-~loduls erhält man 
~Jt = 6872 kp cm 2 
t::J.,= 49229824 kp cm 2 
E-C = 184556 kp cm 4 M 
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Mit O = 200 kp/cm 2 erhält man als max. Last im elastischen 
o,t . 
Bereich .pl = 75,88 kp. 
8. 52 Theoretische Kipplast 
a) Für die Versuchsträger ohne Endscheiben. 
Die Kipplpst ist aus Gl. ( 55) zu bestimmen. 
Die Rechenergebnisse für f = 2,5; 5; 10 und 20 cm sind in 
Tafel XVI wiedergegeben. Ebenfalls sind die aus den Versuchen 
ermittelten Kippl.asten so.wie die Traglasten eingetragen. 
Tafel XVI 
"i: rechn. aus Versuch aus Versuch Abweichung ~wischen 
( cm) Kipplast ermittelte ermittelte rechn. u. experimen-
n. Gl. (55) Kipplast Traglast teller Kipplast 
(kp) ( kp) (kp) (%) 
2,5 33,67 32,34 35,94 4,11 
5,0 36,34 34, 96 39,80 3,95 
10,0 37 ,88 3_6, 26 41,16 4,46 
20,0 38,67 37,00 42,44 4,51 
b) Für die Versuchsträger mit Endscheiben 
Die Kipplast ist aus Gl. ( 126) mit P,c = 0 zu bestimmen. 
Die Rechenergebnisse für f = 2,5 und 5,0 cm sowie die aus den 
Versuchen ermittelten Kipp- und Traglasten sind in Tafel XVII 
dar g.e stellt. 
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T a f e 1 XVII 
f rechn, aus.Versuch aus Versuch Abweichung· zwischen 
( cm) Kipplast ermittelte ermittelte rechn. u. experimen-
n. Gl.(12{?) Kipplast Traglast teller Kipplast. 
(kp) (kp) (kp) (%) 
2,5 38,98 36,51 39,24 6, 76 
5,0 42,34 lto,26 42,59 . 5,17 
8.6 Deutung der Versuche 
Vergleicht man die experimentellen Ergebnisse mit den theore-
tischen (Bild 50l, so stellt man fest, dass die tbereinstim-
• 
mung hinreichend gut ist, Bei d~n Versuchträgern ohne End-
scheiben bleibt die grösste Abweiohun~ unter 5 %, während der 
Unterschied bei den Versuchträgern mit Endscheiben etwas 
grösser ist ( 6,76 %), Es ist ebenfalls festzustellen, dass alle 
Versuchsergebnisse kleiner sind als die theoretischen. Der 
Grund dat'i.1r liegt z.T. in ·den kleinen ungewollten Anfangs-
verformungen infolge, der l,ngenauigheit in der Herstellung der 
Modelle sowie in den Lasteintragungsvorrichtungen und teilweise 
in der bekannten Tatsache, dass die Energiemethode etwas höhere 
Kipplasten ergibt als die wir~lichen, Da das Kippen im elastischen 
Bereich erfolgte, lagen die werte Auskippen und Traglast (Er-
schöpfungslast) etwas auseinander, d,h. nach erfolgter Auskipp-
ung trug der Versuchsbalken noch eine zusätzliche Last (hier bis 
etwa 15 % der Kipplast), bevor er unter der Last wegging (über-
kritischer Bereich). 
wie es aus einigen Vorversuchen festgestellt wurde, ist d~r 
überkritische Bereich ~ei Stahl grösser als bei Aluminium, 
Bei Stabilitätsproblemen mit Verzweigungslast ist es möglich, 
dass der obere Grenzwert des Tragvermögens höher liegt als."die 
Verzweigungslast. Df·es ist nur der Fall· bei sehr grossen. Schlank-
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Die vorliegende Arbeit behandelt die elastische Kippstabilität 
der an ihren Enden aufgehängten, ,geraden Träger mit beliebig 
geformten, einfach-symme'trischem, dünnwandige1n, offenem Quer-
schnitt, Als Belastung wurde gleichmässig verteilte Querlast 
angenommen. Die ungünstige Auswirkung einer Längskraft auf die 
Kippsicherheit, . herrührend von der Aufhängung, wurde unter-
sucht, 
Die theoretischen Lösungen dieses Stabilitätsproblems wurden 
mittels der Energiemethode abgeleitet, Die Genauigkeit dieser 
Lösungen ist von der Zahl und Eignung der zur Auswahlzuge-
lassenen Funktionen abhängig, 
Es wurde festgestellt, dass die verschiedenen Querschnitts-
formen hinsichtlich ihrer Stabilität in zwei Hauptgruppen unter-
teilt werden können, Während ein eingliedriger Ansatz genügend 
genaues Ergebnis zur Beurteilung der Kippsicherheit der Balken-
träger mit I-Frofilen liefert, muss für flächenartige Träger 
<Ely>>Git) ein mehrgliedriger Ansatz herangezogeu werden, um 
genügende Genauigkeit zu gewährleisten. Durch die Annahme Ely=oo 
lässt sich bei manchen Randbedingungen ( ß = ß., =- 1 ; ß ·= ß. :0,5') 
die Berechnung der Kipplast der flächenartigen Träger erheblich 
vereinfachen, Es hat sich gezeigt, dass diese Annahme im Hin-
blick auf die Baupraxis gerechtfertigt ist, 
Im Fall zusammengesetzter Beanspruchungen (Querlait ~ Längs-
kraft) kann mit Hilfe der DUNKULY'schen Formel der Rechenauf-
wand wesentlich verringert .werden, ohne die Kippsicherheit zu 
unterschä.tzen. 
Der Einfluss der Aufhängehöhe f auf die Grösse der Kipplast 
wurde weitgehend untersucht, Der Abminderungsfaktor CX.=(~L)A..fh. 
ist im starke·n Nass von der Gri:isse Eiy/Git abhängig, (P..L~,. 
Die Wirkung der Aufhängtmg auf die Kippsicherheit klingt um so 
rascher ab, je grösier die Biegesteifigkeit Ely im Verhältnis 
zur Torsionssteifigkeit Glt ist, während dieser Einfluss beim 
Rechteckquerschnitt am deutlichsten ist, wi~d er beim V-formigen 
Querschnitt ( Ely >) Glt) nur für sehr kleine Aufhänge höhen 
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bemerkbar, Die bisherigen Verfahren [12 J und [ 14] zur Be-
sti~~ung der Kipplast aufgehängter Balken mit !-Querschnitten 
mit Hilfe der ex -werte des Rechteckquerschn_ittes liefern zu 
niedrige Kipplasten als die tatsächlichen, 
Der Einfluss der starren Endscheiben an den Stirnflächen eines 
Trägers auf die Kipi:·last i.urde ebenfalls unterst1cht. ferner wurde 
festgestellt, dass die durch die Endscheiben bedingte Zunahme 
der Kipplast vor allem von der Querschnittsform abhängt, Die 
Kippsicherheit flächenartiger Träger mit V-formigem Querschnitt 
wird kaum von den En<ischeiben beeinflusst. Im allgemeinen kann 
gesagt werden, da~s flächenartige Träger im geringeren Mass kipp-
gefährdet siud :!1 s Balkenträger mit üblichen l'rofilen (I-Quer-
-schnitt), 
Im Abschn, b wurden die t'ür den praktischen Gebrauch geeigneten 
Formeln zusammengestellt. 
Anschliessend wurde die Übertragung der gewonnenen, theoretischen 
Erg_ebnisse auf baupraktische Konstruktionen aus Stahl oder 
Stahlbeton gezeigt. 
Die Kippsicherheit flir einen Stahlträger im plastischen Be-
reich kann derart erfolgen, dass für den E-Modul ein von der 
Spannunµ: abhängiger reduzierter Modul E eingeführt wird, ·Es wurde 
auch angenommen, dass der Schubmodul im plastischen Bereich die-
selbe Abhängigkeit von der S~annung hat wie der Modul E, Die E-
·und G-Moduli sind uberall im selben Verhältnis abzumindern, und 
zwar entsprechend der maximalen Spannung an der meist beanspruch-
ten Stelle, 
Die Beurteilung der Kippsicherheit von Stahlbetonbalken ist we-
gen der Rissbildung und beschränkten Elastizität des Betons viel-
fach schwieriger als bei Stahlträgern. Hierfür müssen die Arbeits-
linien des Betons und der Bewehrung, die gerissene Zugz·one des · 
Betons und die zutreffenden·werte für die Biege- und Torsions-
steifigkeit der Betonteile im gerissenen Zustand berücksichtigt 
werden. 
Zahlenrechnungen zeigten, dass die Kipplast von 
mit üblichen Profilen aus. der ~infachen Formel 
Stahlbetonbalken 
i -=- ,120 i. Ely [4 
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mit genügender Genauigkeit berechnet werden kann, soweit es 
sich um kleine Aufhängehöhen handelt (bis r/L zQ05). 
Zur experimentellen Überprüfung der abgeleiteten Lösungen 
wurden 6 Modellversuche mit aufgehängten Trägern durchgefuhrt. 
Als Versuchsmaterial wurde Aluminium gewählt. Einige Versuchs-
träger erhielten Endscheiben. Die Versuchsergebriisse zeigten 
eine gute Ubereinstimmung der Theorie. Der grösste Unterschied 
betrug ca. 7 %. Ferner ist zu bemerken, dass alle Versuchse~-
gebnisse kleiner sind als die theoretischen. 
An Hand von 8 Zahlenbeispielen sollte die Handhabung der abge-
leiteten Kippform~ln erleichtert werden. 
Nit den gewonnenen Ergebnissen wäre es möglich, den Nachweis der 
Kippsicherheit schlanker, im Montagezustand befindlicher Fertig-
teile zu erbringen und sie so zu bemess.en, dass sie den Anforde-
rungen an Sicherheit und wirtschaftlichkeit entsprechen. 
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für den in Bild 51 dar_gestellen Fertigteilbinder aus Spannbeton 
(B 450) soll im 1'1ontagezustand \ f. = 0,50 mJ die Kip"plast be-
stimmt we~den. Die Belastung erfolgt lediglich durch sein Eigen-
gewicht (e = o).. 
· 1=200m 
-- --·.-- ---·- ~ -- -------~-----------------
A = Aufhängepunkt A + 
::r:-o-:::r-.r-r:r:.r·i l"Lc~-~7mcc L...r.:i .L ,:.:..s .J .::r:.:: c _too 
Querschnittswerte nach [2]: 
r; = 0 
Y,.. = 0 
J,, = 73330 4 cm 








t~: 350.10 4 .121922.10~9 








Die Kippla~t ist nach Gl. (38) zu bestim~en. Nach ~insetzen der 
obigen Querschnitts- und Steifigkei t·swerte erhält man unter 
Beachtung, dass e = o ist; f = 0 1 50 m 
(pkl) 2 + 712,53~9 (pkl) - 13736,1250 = 0, 
Die positive Wurzel liefert die gesuchte Kipplast wie folgt: 
pk = O, 94 Mp/m .• 
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- - .5,1:l 
5,86 Mp/m 
= · 0, 16 
Ein genaueres Ergebnis wird erhalten, wenn die Kipplast nach 
(34) berechnet wird. Zur Verrin,11:erung des Rechenauf'wandes wird 
der Fall der Gab~llagerung betrachtet. In diesem Falle ist es 
einfa.cher, die Berechnung na·ch (Gl. ·18) in 17] durchzuf'tihren. 
Die er-.. ähnte Kippgleichunir. 1 autet: 
4 2 . 
pk - .578,22 pk - 17970,40 = 0, 
Die kleinste positive Wurzel liefert die gesuchte Kipplast 
wie f'olgt: 
Der Abbruchfehler beträgt: 
5,bb - 5.74 
5,74 • 100 = 2, 0 9 % , 
was f'Ür die Praxis belanglos ist. 
Beispiel 2 
Für den in Bild 52 dargestellten ~lattenbalken aus Spannbeton 
(B4SO) mit 15 rn Sttitzwei~e, soll die Kipplast ebenfalls im 
Nontagezustand bestimmt werden. Die Belastung erfolgt ledig-
lieh durch sein Eigengewicht (e 
hier untersucht werden (Bild 53). 
o). 2 Aufhängungsarten sollen 
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Que~schnittswerte 
F = 1150 
J,., = 789030 
J.,.= 39580 
Jt = 44400 
c11 „ 13562930 
y~ = + 25,87 
rJ( = - 9, 91 





























= + 0,2587 m 
= - 0,0991 m 
4 
= + 0,0721 m 
Bild 52 
EJ,, = 3 50 , 10 4 • 
E.C.,...· 350 104 • 
(iJt-= 150 • 10 4 , 
39580 • 1ö8 = 1385,41 
13562930.1ö12= 47,47 











t atsäch{ ,eher 
Aufhänge-









Bei 1. Aufhängemethode (Bild 53 a) 
Mit f = 0,33 m erhält man nach Gl. (38) für die Kipplast 
= 16,20 Mp pk = 1,08 Mp/m. 
Falls eine Gabellagerung vorliegt, ergibt sich die Kipplast 
pk = 8,94 Mp/m. 
o( "' J· 0e = o, 121 
,9 
Der Abminderungsfaktor 
Bei Gabellagerung ~rhält man noch genaueren Wert für pk, wenn 
nach Gl. (ltl) in[7] berechnet wird. Die Kipplast errechnet 
sich aus 
pk4 - 17,7566 pk3 - 10&5,77 pk2 + 2539,00 pk + 66582,10 O, 
Die kleinste positive Wurzel dieser Gleichung liefert 
-pk = 8,82-Mp/m, Der Abbruchfehler beträgt 8,94 - 8,82 ,100 =1,36%. 
8,82 
Bei 2, Aufhän~emethode (Bild 13 b) 
Mit a = 0,33 m, f = 0,33 m und Pk 
erhält man nach Gl. (84) 
2 19116,31 (pkl) + 15182294 pkl - 222436803 = 0, 
Daraus ergibt sich die Kipplast 
Pkl --~4~40 Mp pk = o,_96 Mp/m. 
Die zugehörige Druckkraft beträgt pk = 14,40 = 7,20 Mp, 
--2-
und das Randmoment Mk =· 0,33, 7,20 = 2,38 Mpm. 
Nun soll die DUNKULY'sche Formel an Hand dieses Beispieles 
überprüft·werden, 
Für das Gesamtproblem wurden folgende kritische Werte gefunden: 
~ ~ . 
pkl = 14,40 Mp ; Pk 7,20 Mp ; Mk = 2,38 Mp m 
Bei Alleinwirkung der Gleichlast (Pk = o ·; Mk = o ) 
pkl = 16,20 Mp 
Bei Alleinwirkung einer zentrischen Druckkraft (pkl 
Pk = 5u, 15 Mp 
Bei Alleinwirkung eines konstanten Momentes (pkl 
,Mk = 221,30 Mpm 





= 1~,40 1-,_gQ_ 
, 0 + 50, 15 
+ 2, 38 = 
221,30 
1,043 > 1 • 
Beispiel 3 
Für das in Bild 54 dargestellte Faltwerkelement aus ·Spanri ... 
beton ( B 450) soll die Kipplast nach verschiedenen Formeln 
berechnet und deren Genauigkeit festgestellt werden, Die Be-
lastung erfolgt durch sein Eigengewicht. (j = 0,707 m), Die 
Aufhängepunkte ·liegen 3,0 m über der'Schwerachse. 







/ ' / . ', 
/ ' 
/ ' / ' 
/ Druckstrebe ', 






Querschnitt.swerte nach [_16) 
~ =_+o, 707 m 
'x - 1,414 m 
Jy = 0,266700 4 m 
Jt= 0,001333 4 m 
c...,= 0,000444 6 m 
SteiCigkeitswerte: 
EJ = y 350 ·, 10
4 0,266700 = 933,450 . 103 Mpm 2 
GJ= 150 104 0,001333 2,000 103 Mpm 2 . = . t 
EC.= 
M 
350 104 0,000444 1,555 103 Mpm 2 
Die Kipplast wird ~unächst unter der vereinCachenden An-
nahme· E_Iy = 00 berechnet. 
a) nach Gl. (59) i\1 = 269, 68 Mp, 
yk 8,989 Mp/m, 
Bei Gc1be.llagerung ( C = CO ) : 
jkl = 285,25 Mp, 
pk 9 1 508 Mp/m. 
b) nctch Gl. (55) 
(pkl) 2 - 6b1,16 (pkl) + 94639,66_ 0. 
Die positive Wurzel lieCert 
pkl 209 1 55 Mp 1 
pk 6 1 985 Mp/m. 




c) Nach Kippbdg. (50) 
- 275~3565 (~k1) 3 + 316292,35 (~kl) 2 -
6 
+ ~0545,75 • ·10 = 0 
Die kleinste positive wurzel lieCert 
pkl = 204,70 Mp 
' 
pk = 6,823 Mp/m . 
Bei Gabellagerung f = 00 ) 
pkl 208,38 





Nun ist die ~ipplast mit dem tatsächlichen ~ert Eiy zu be-
stimmen, Im weiteren wird ~ie Gabellagerung zugrunde gelegt, 
weil es sich hier um Genauigkeitsbetrachtungen handelt, 
2 (pkl) + b810,884 (pkl) - 1943222 = o 
Die positive Wurzel ergibt pkl = 274,28 Mp; pk 9,143 ,,p/m. 
e) nnch Kippbdg (34) oder nach Gl. (18) in (71 , sofern eine 
Gnbellagcrung vorliegt: 
+ 0,000089072 k4 - 0,1833496 k 3 + 20,225439 k 2 + 309,27343'1 k 
+ 951,974847 = O, 
Die kleinste ncgntive Wurzel liefert k = - 41 3805, 
- - f',.{J Hierbei bedeutet k 
- V E J'f ~Jt 
Dnraus pkl = 210,59 Mp 1 
pk = 7 1 019 Mp/m, 
Die gewonnenen Ergebnisse sind in Tafeln XIII und XIX zu-
snmmengestellt, 
T II f e 1 XII1 
nufgchängter Träger ( f/1 = 0,10) 
1. Näherung 2, Näherung 3, Näherung 
n, Gl. ( 59) n, Gl. ( 55) n, Gl, (50) 
Kippl1111t 
pk(Mp/m) 8,989 b,985 b,823 
Abbruch-
fehl er in 
" 31,74 2,37 
0 




Ta f' e 1 XIX 
Gabelp:elagerter Träger ( f/1 = oo ) 
1. Näherung 2. Näherung 3. Näherung 
pk (l'ip/m) 9,143 7 ,o 19 -
Eiy .:/ 00 
AbLruchf'ehler 
irt % 31,62 1,05' -
pk (.Mp/m) 9,508 1,113 6,946 
Eiy ,,,i oo 
Abbruchfehler 
in % 36,88 2,110 0 
Nun soll die Auswirkung der Annahme Eiy = oo auf' die Grösse der 
Kipplast untersucht werden. 
In Tafel XIX beträgt der Unterschied bei der 1. Näherung 
9,508 - 9,143. 100 = 4,o % . 
9,143 
N h A h 3 14 . . V l . h .. (1 )2 (t)2 ·ac bsc n. • 1st die erg eic sgrosse h h zu ermittelr. 
Sie beträgt in diesem Beispiel 30 2 1 2 
· 
0 q O = 2,25 < 2,5 1,414 
für b/h = 1,0 (Vgl. Tafel II). 
D.h. : Der auftretende Fehler bleibt bei qer 1. Näherung unter 
der als zulässig angenommenen Grenze (5 %). 
Unter Zugrundeleiz:ung der 2. Näherung nimmt die Abweichung 
den wert 
7,113 - 7, 019 • 100 = 1,34 % 
7,019 
an, welcher kleiner als 4 % ist. 
Beispiel 4 
Für das umgekehrte Profil des im Beispiel 3 behandelten Falt-
werkelements s~ll die KipJlast berechnet werden. Der T~äger ist 
gabelgelagert anzunehmen. 
In diesem Fall darf' kein Gebrauch von der Annahme Eiy = 00 ge-
macht werden, weil der Schubmittelpunkt über dem Schwerpunkt 
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de~ Uuerschnittes liegt. 
. 2 
a) nach Gl. (39) (pkl) - 6b10,884 (pkl) - 1943222 = o • 
Die positive Wurzel ergibt pkl = 7085,14 Mp 
236,170 Mp/m. 
b) nach Kippbdg.(34) oder nach Gl. (18) in (7] 
0,000089072 k 4 - 0,1833496 k 3 + 20,225439 k 2 + 309,273434 k + 
~- 951,974847 = 0 • 
Die kleinste positive Wurzel liefert. 
k = + 131,85. Daraus pkl • 6329,93 Mp 
pk= 210,998 Mp/m 




Querschnittsform 1. Näherun11: 2. Näherung Abbruchfehler in % 
V pk = 9,143 pk = 7,019 30,26 % 
A pk = 236,170 pk = 210,99t 11,93 '/'o 
Daraus stellt man fest, dass die Kippsicherheit des behai1delten 
Trägers mit/".. -förmigem Querschnitt ca~ 30 mal so gross ist, 
wie die Sicherheit beim~ -Querschnitt. 
Anschaulichkeitshalber sind in Tafel XXI die Abweichungen 




T a f e 1 XXI 
Querschnitts- Steifigkeitsver- Abweichung Bemerkung 
form hältnisse in % 
Eiy/Git 12GI /EC t M 
1 .· o,625 00 2, 15 -
T ·2,080 .3i56;45 i ,36 1. S, Beisp, 2 (Beton) 
I ·2,530 950,91 2,09 S, Beisp. 1 
(Beton) 
T 86,62 50,57 1,35 nach [7J 
( Stahl) 
_l 86,62 50 ,57 2,80 nach (7] 
(Stahl) 
V 446,·70 1157,56 30,26 s. Beisp. 3 
(Beton) 





Es soll die Kipplast eines 3tahlträgers (Bild 55) mit 20 m 
Stützweite bei vers~hiedenen Randausbildungen bestimmt werden. 
y 
Querschnitt [7] 
~= 0,3099 m 
t; = o, 1082 m h=100 
~ .. 5062,5 4 cm 
Jt = 153,3 cm 4 
<;. = 0,5 107 6 . cm 
1 
----=+=2 L 15 L 1 l 
Steifigkeitswerte: 
-8 4 . 2 EJ= 5062,5. 10 .2100.10 = 10&3,125 Mpm 
y 
-8 4 4 2 C:fJt= 153, 3 • 10 • 810.10 = 12, 17 Mpm 
EC = 0,5. 107 • 10-12 .2100 , 104 = 105,000 Mpm4 
"" I, GabellAgerung: ß.:=· 1 
nach Gl. ( 39) 
(pkl) 2 - 8,1790 p~l - 83,367b = O• 
Die Aufl~s~ng der Gleichung ergibt die Wurzeln 
pkl = + 14,099 mp ; pk = + O, 705 Mp/m 
und 
X 




pkl = - 5,921 Mp ; pk = - 0,296 Mp/m 
Der positive Wert gilt fur den in Bild 55 dargestellten Quer-
schnitt, während der negative fur den umgekehrten Querschnitt 
gultig ist. 
·11. Gabella~erun~ mit Endscheiben ß = 1, ~ = 0,5 
II a) nach Gl. ( 113) 
2 . 
(pkl) - 8,6132 (pkl) - 222,8991 = o • 
Die \,urzeln sind 
pk = + 0~992 Mp/m 
und 
pkl = - 11,234 Mp pk = - 0,5b2 Mp/m 
II-b) ·nach Gl. (109) 
. 2 (pkl) - 10,9290 (pkl) - 172,1151 = 0, 
Die Wurzeln sind 
= + 19,b75 Mp = + 0,984 Mp/m 
8,747 Mp pk = - o,437 Mp/m 
II c) nach Kippbdg, (100) 
(pk1) 3 - 15b3,08 (pkl) 2 + 17407,60 pkl + 252077,0b=o. 
Die reellen wurzeln sind 
pkl = + 19,650 Mp pk = + 0 1 9825 Mp/m 
und 
pkl = 8,285 Mp pk = - o,4142 Mp/m 
II d) nach Gl. ( 97) 
2 (pkl) - 11,5978 (pkl) - 148,9860 ~ o. 
Die Wurzeln sind: 
pkl·• + 19 1 312 Mp 
und 
pkl = - 7,7i4 Mp ·; pk = - 0,3857 Mp/m 
II e• nach Gl. (104) 
2 . (pkl) - 11,60428 (pkl) - 148,8297 = o , 
Die Wurzeln sind: 
pkl = + 19,311 Mp 
und 
pkl = 7 ;1)7 Mp 
_Pk = + 0,9655 Mp/m 
pk = - 0,3853 Mp/m 
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II f') nach Kippbdg. ( 93) 
(pkl) 4 - 300,hh4H (pk1) 3 - 100111,4b39 (pkl) 2 ~ 
+ 1201054,74 (pkl) ~ 14990492,b2 = o. 
Die reellen wurzeln sind: 
pkl= + 18,9061 Mp 
und 
pkl - 7,6804 Mp 
III. Einspannun~ 
nach Gl. ( 123) 
pk = + 0,9453 Mp/m 
pk = - 0,3840 Mp/m 
0,5 , 
2 (pkl) - 28,6026 (pkl) - 366,7738 = 0 • 
Die wurzeln sind: 
pk • + 1,910 Mp/m 
und 
pkl = - 9,604 Mp pk = - o,480 Mp/m 
T a f' e 1 XXII 
(Handbedingung ß= 1, ßo = 0, 5) 
nach Gl. T- Querschnitt .l.-Quer schni t. t 
pkl{Mp) Abbruchf'ehler 0/ ,o pkl ( Mp) Abbruchfehler 
( 113) 19,848 4,98 11,324 46,27 
( 109) 19,675 4,07 8,747 13,89 
. 
( 100) 19,640 3,88 8,285 7, 8b 
( 97) 19,312 2,15 7,714 o,44 
( 104) 19,311 2,14 7,707 0,35 




T a f e 1 XXIII 
Randbedingung T- Querschnitt 
.L - Querschnitt 
pkl ( .Mp) Zuwachs in % pkl (Mp) Zuwachs in % 
ß= 1, ß.= 1 + 14,099 0 5,921 0 
ß= 1' 
' ~o= 
0,5 + 18, 90b 31,3 7,080 29,7 




Der im Beispiel 1 dargestellte Fertigteilbinder ist mit 
2 Endscheiben versehen ( Bild 56) 
t 
r 11!111 111111 






Es soll die Kipplast berechnet werden unter der Annahme, dass 
die Endquerschnitts~erwölbung völlig behindert ist, 
Nach Gl, (108) mit f = 0,50 m 
2 (pkl) + 949,48 (pkl) - 18}03,74 = o • 
Daraus 
pkl = 18,90 Mp pk = 0,945 Mp/rit 
Liegt eine Gabellagerung vor, so ergibt Gl, ( 108) 
pkl = 135,28 Mp pk = 6,764 Mp/m, 
T a f e 1 XXIV 
Randbedingung Kipplast /Mp/ 
ohne Endscheiben f/1 = 1/40 18,80 
f/1 = 00 117,20 
rni t Endscheiben f/1 = 1/40 18,90 
f/1 = oO 135,28 
Aus Tafel XXIV. kann man die Schlussf'olgerung ziehen, dass bei 
relativ dickwandigen Querschnitten, welche im Stahl- und Spann-
betonbau üblich sind, die Kipplast von den Endscheiben unwesent-
lich beeinflusst werden kann, 
Im Gegensatz dazu, ist dieser Einfluss bei dünnwandigen !-Quer-




Für das im Beisp, 3 behandelt~ Faltwerkelement soll die Kipp-
last unter der Voraussetzung ermittelt werden, :lass die End-
querschnitte zwei starre Endscheiben erhalten, 
I) Randbedingungen ß= 1,0 Po= 0,5 
0 
pkl = 510,62 Np ; pk 17,021 Mp/m 
I b) nach Gl, C 97) 
2 10439, 86 (pkl) 2405451 (pkl) + 
- = 0 . 
pkl = 225,50 Mp ; pk 7,513 Mp/m 
I c) nach Gl, ( 104) 
2 (pkl) + 10444,45 pkl - 2351075 = o , 
pkl = 220 1 45 Mp ; pk • 7,348 Np/m 
I d) nach Gl. ( 117) 
2 (pkl) + 10444,45 (pkl) - 2343156 = o , 
; pk = 7,324 Np/m 
Ta :f e 1 XXV 
1, Näherunp; 2. Näherung 3, Näherunp; 
Kipplast 
(Mp) 510,62 225,50 220,45 
Abbruch-
:fehler in % 132,40 2,63 0,33 
II) Randbedingung ß= 0,5 ' ~= 0,5 
Ila) nach Gl. ( 123) 
2 25684 pkl 5771340 (pkl) + 
- = 0 . 






Wird die seitliche Biegesteifigkeit angenähert unendlich 
angesetzt, so ergibt sich aus Gl.(12')) 
pkl = 224,34 Mp p = 7,476 Mp/m • 
Die Abweichung beträgt ca. o,8 % . 
II b) nach Gl. ( 126) 
(unter der Annahme Eiy = 00 
2 (pkl) - 581,9702 (pkl) + 80230,49 o 




ß .. = 1 {'J= 1; ßo = 0,5 
Kipplast 
(Mp) 210,59 219,72 
7,476 Mp/m 
ß= 0,5, ~= 0,5 0 
222,50 
Zum Schluss ist zu erwähnen, dass die Kipplast von den Endaus-
bildungen bei Trägern mit V-Querschnitten unwesentlich be-
einflusst wird. Hier beträgt der Unterschied zwischen Gabel-
lagerung ( ß = ~
0 
= 1) und seitlicher Einspannung( ß = ~o = _O, 5) 




Für e{nen Stahlbeton-Dachbinder mit 15 m Stützweite soll die 
Kippsicherheit im Montagezustand nachgewiesen werden, Die 
Aufhängung des Binders erfolgt durch 2 Stahlschlaufen, die an 
den Binderenden liegen, Die Schlaufen sind kurz p.enug, so dass 
deren Elastizität nicht berücksichti~t zu werden braucht, 
Baustofre B 300 
B St. 42/50 
Die Bemessung nach n-\ert'ahren fur die Gebrauchslast l = 1,4 
Mp/m ergibt die in Bild 57 dargestellten Querschnittsabmessungen, 
Eigengewicht des Binders: g' = o,4f Mp/m 
Bü r, 8 




Bild 57 a~ o· ~ 
<::)' 
t 0,25 t 4 ' 24 
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Querschnittsfestwerte für den un~erissenen Querschnitt (Stndium I) 
Vergl. Bild 58. 
~ = 5, 7 
rx=-2,65 
J, = 44540 
J,c = 2619000 
Jt= 74000 









4 (nach Gl. (165) 
.(vernachlässigt) 
Bild 5 8 
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Aufstellung der E.b - "1..-Beziehung für den Querschnitt 
m-m(z-1;2) 
Die Spannungsverteilung in der Betondruckzone soll durch das 
o"b - 'c:.b -Diagramm gegeben sein. Gemäss DIN 10115, Neufassung, 
soll für die Verformungsberechnung die in Bild 18 wiedergegebene 
Db - eb -Linie ( B 300) angewandt wer<len. Abweichend davon wird 
hier clie 6i: ~ -Linie durch die Funktion 
festgelegt, wobei 
S.1, ß = 4, 25 ° /oo 
)-.. 5 ,oo 
bedeuten. 
Für die Steifigkeitsberechnungen ist 







Die nach dieser Funktion ermittelte 15" - t -Linie ist in 
Bild 59 mit der in DIN 1045, Neufassun.o;. ange.<1;ebenen Linie 
verglichen. 
Der Derechnung wird eine idealisierte ~-E-Linie für 
B St. 42/50 zugrunde gelegt (Bild 60). Dabei beträgt 




nach DIN 1045, Neu 
nach Formel 
(fb = fJR [1- (1 -~ P·] 
, t.ba 
./\. = 5,0 
f.ba= 4,25 %0 
fJR = 255 kp/cm2 










tan Ee= 210 0000 kp /cm2 
. te 
2 °/oo 
Bild 60 Idealisierte O' - c -Linie für Betonstahl m b 
Die be~ötigten V~lli~keits- und die Schwerpunktbeiwerte 
können direkt aus [ 25] für B 300 entnommen werden·, 
( 0(' ß 
Für verschiedene Eb~ Werte werden X c , Mm und die ZU!!;e-
, c;.e 
hörige.Last it ermittelt. 
T a f e 1 XXVII 
CD X ee M..., i1 (to) (_C.mJ (%0) (Mr,.m) (Mp) 
0,25 3o,o 0,55 22,02 11,80 
0,50 35,8 1, 10 44,64 23,&o 
0,75 35,6 1,67 06,62 35,60 
1,00 33,9 2,36 79,46 42,30 







===......io- Abhängigkeit der Stahl -
0,25 OpO 
dehnungEeund des Biege-
momentes Mm von der 
Betonstauchung Eb 




Die Abhängigkeiten der Stahldehnung Ee sowie des Biegemomentes 
J.!m von der maximalen Betonstauchung Eb sind in Bild 61 aufge-
tragen. 








• 255 = 300 ot>o Kp/cm~! 
4,25 • 10-3 
44540. 300 000 = 13362. 106 K~ 2 cm 
Stadium 1I (gerissener Querschnitt) 
Für verschiedene ei,-Werte ,,erden die Steifigkei tsgrossen mit 
Hilfe der Gln. (149) und (152) ermittelt. Die Er•ebnisse 
sind in Tafel.XXVIII wiedergegeben. 
T a f e l XXVIII 
Ei, t-1.., ~l ( Mi,,n-f-) .. (~o) (Mpm) rM(>) E:Jy 
- - -
1.33t> 
ö, 25 22,02 11,80 992 
0,50 44,64 23,80 859 
0,75 6t>,62 35,60 733 
1,00 .79, 46 42, 30 547 
1,50 81,28 43,40· 397 
Die Abhängigkeit der seitlichen Biegesteifigkeit Eiy von der 



































Bild 62 Abhängigkeit der Bt"ege-











- Beziehung für den Querschnitt s-s 
Die Lage des kritischen Schnittes s-s ist nach Gl, (1b9) 
zu ermitteln, 
M i.t- 4\ 1 ( l - z Zs) 
~;,, 
·1 l 's 1:.,2 ) j '~ .... 2 ( 
l 
"' 
,fS m ...,., d h = A,A5 m 
erhält man ,rns Gl. ( 169) z = 3,85 m 
Nach der Schubtheorie von l\'ALTHEH {37] 
die zu~ehöriiz:e Last 1{ für verschiedene 
werden x, Ce , ?,ls und· 
q_-1,erte ermittelt 
(Taf'el. XXIX), 
Hierfür gelten - wegen Bezeichnungen vergl. (37] -
kb: o, 99 
k = 1 (ftlr alle Belastungsgr~de) 
1:: 
Der gunstige Einfluss der Schubbewehrung auf' die Festigkeit 
der Schubdruckzone wird hier vernachlässigt. So ist der Schub-
sicherun11:sgrad 
Dann wird: 
c= 0 zu setzen. 
/1 4 3,2 [(Q5h/M5)(A- c)]2 
[31 . Gl. ra.] 
,f 
· /1 + 3, z ( ,i / s;,f )2 
0,89.255 
Den n_achfoliz:enden Berechnungen wird 
o,89 
221 z kp/ CII? 
ß = 227 KJ>/cm2 zu-
" "C 
grunde gelegt. Dies liegt auf der sicheren Seite. 
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T a f' e 1 XXIX 
C.b X f;e Ms (ps 'll 
<Y..) ( c.m J <.t) (Mp. "'1) ( 1-1~) p'1~) 
0,25 22,8 o,44 18,24 3,10 12,74 
o, 50 25,3 o,85 34,62 5,87 24, 15 
0,75 ·27, 6 1,23 49,71 8,45 34,70 
1, 00 28,8 1,60 64, 36 10, 90 44,80 
1,50 28,8 2,40 80,30 13,65 56, 10 
Die Abhängigkeiten der Stahldehnung E< sowie rles Biegemomentes 
Ms von den max. Betonstauchungen eb im Querschnitt s-s sind 
in Bild 63 auf'g~tragen. 
Berechnung der Torsionsstei~igkeit Glt des Querschnitts s-s 
Starliu~ I (ungerissener Uuerschnitt) 
f: 
"' 
). ßRr .. 
cS1,ß 
zugehörige ßw = 
)_ 
= 
c = l,ß 




































0 0,25 0,50 0,75 
Abhäng",gkeit der Stahl -
dehnungEe und des 
Biegemotnentes M5 von der 
Betonstauchung .eb -




Stadium II (,o:erissener 'iuerschnitt) 
(Git)Beton ist nach der erweiterten Form der GI. (164) zu 
bestimmen. 
Bild 64 
Uer ~influss der Bcwehrung auf die Torsionssteifigkeit kann 
durch Gl. ( tbli) ben,cksichtigt ,,erden. 
Fur Vf!rschi edenc Eb -\,erte werden die Torsionssteifigkeiten 
Glt berechnet\ die ~rll:ebnisse sind in Tafel XXX wiedergegeben, 
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T a f e 1 XXX 
Ei, M Qs q l G It (Mp • m
2) 






0,25 18,25 3, 10 12,74 328 17 
0,50 34,62 5,87 24, 15, 250 17 
o, 75· 49, 71 8,45 34,70 207 17 
1,00 64,36 io, 90 44,80 173 17 
1,50 80,30 13,65 56, 10 112 17 
Die Abhängigkeit der. Torsionssteifigkeit Git von der Be-
lastung ql ist in Bild b5 dargestellt, 
Berechnung der Ersatzsteifigkeiten nach Gl, 
(EI ) y 0 
(Git)o 
1336 Mp m2 
905 Mp 2 m 







(Eiy)min und ( Git) . sind min den Tafeln XXVIII und XXX in Abhängig· 
keit von der Belastung zu entnehmen. Die Ersatzsteifigkeiten 
sind in Bild 66 dargestellt, 
Bestimmung der Kipplast 
Die Kipplast ist aus Gl. (38) zu bestimmen. 
für den vorliegenden Fall gilt 
e = o (Eigengewicht in Schwerpunkt) , 
CM= o ( vernachlässigt) • 
Zunächst werden rx und yM gleich Null angesetzt, Wie später ge-
zeigt wird, ist diese Annahme gerechfertigt, 
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Bild 65 Abhängigkeit der Torsions-
sfeifigkeit GJr von der Be-
lastung ql 








(Mp·m 2 } 
·1300 
Bild 66 Abhängigkeit der Ersatz -
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.. 










Die Kippgleichung (,8) wird d~nn 
l 3) f,, 91 - fNt ( U f 









Die Lesung der obigen Gleichung nach ( 1l ) erfolgt durch l'ro-
bieren mit Hilfe des Bildes 66. 
Zunächst ·wird die Kipplast ~kl zu 18,6 Mp ab,,;,:eschät.zt. Aus 









Setzt man diese in Kippgleichung ein, so erhält maQ daraus 
~l = 18,6 Mp wie geschätzt. 
1( 
(<Jl)= (g'l) = o,41.15 = 6,15 Mp. 
Vorh · vorh. 
Vorhandene Sicherheitszahl gegen Auskippen während der Montage 
U/..lh 
vk, vorh. = ( Of ) 








Bei der Last 1/ = 18,6 Mp, lassen sich r; aus Gl. ( 175) und ~~: 
nach Abschn. 7.234 angeben 
r.,. = - 0,005 m , YM = O, 50 m. 
Als Kipplast erhält man unter Berücksichtigung von rx. und yM 
(~lJk= 19,0 Mp. 
Der Unterschied beträgt 
19,0 - 1U,6. 100 = 2,1 % , 
19,0 
Nun soll die Kipplast nach GI. (43) bestimm~ werden, 
,120 { 
{J 
Für den vorliegenden Binder 
(!/U,< = 120 O,~ Ely = 0,0214 Ely 
15 
Diese Beziehung ist in Bild 08 mit einer Geraden dargestellt, 
Der Schnittpunkt ciiP.ser Geraden mit der Biegesteifigkeitslinie 
ergibt sofort die gesuchte Kipplast, und zwar 
Der Unterschied zwischen diesem Fall (Glt = oO) und dem mit 
der tatsächlichen Torsionssteifigkeitsgrüsse beträgt 
19,40 - 18,00 100 = 4,3 % 
lö,t>O 
Oiese lberLegungen gelten nur fhr dickwandige Guerscbnitte mit 










S 10 15 20 25 30 35 40 
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Bruchsicherheit gegen Biegung {Querschnitt m-m) 
Dem Bruchsicherheitsnachweis werden die in Bild 22 dargestellte 
(>b - E;b -Linie für Beton und die idealisierte (j- E. -Linie 
für Stahl zugrunde gelegt, 
= O, 7 ßw s-~ 
I 0 
= o • 70 <.:;oo - 50 > = 175 p/cm2 
4200 Kp/cm 2 
Das Bruchmoment ergibt sich bei Versagen der Stahleinlagen zu 
M = 79,82 Mpm, m,u 
(10,,,,cJ C 79,82 8 42,5 Np . 15 = 
( gl} ;:' o,41 . 15 = 6,1b Np (unter Bindereigengewicht) 
"'•r•o. 
(Jl }~orh, = 1,40 . 1" ~~ = 21,0 Mp (unter Gebrauchslast) 
Sicherheit gegen Biegebruch im Querschnitt m-m 
unter Bindereigengewicht 
...; _ 42 2 5 - > v B," - b,15 = b,92 .t..?. = 1,75 
unter Gebrauchslast 
= 2,03 > 0 r = 1, 75 
.e<t. 
Bruchsicherheit gegen Schub (Querschnltt s-s) 
ß.e,= l.{I ß.e = O,B9 , 175 = 155 Kp/cm2 
ßs = 4200 Kp/cm 2 
Das Schubbruchmoment ergibt sich bei Versagen der Stahleinlagen 
zu Ms,u = 79,32 Mpm, 
= 13,45 Mp 
( 1 l) = 5 5, 3 Mp 
s,u 
Sicherheit gegen Schubbruch in Querschnitt s-s: 
unter Bindereigengewicht 
.....2 ?5,3 
-:s;it = t>, 15 = 9,00 
unter Gebrauchslast 
y = 55,3 = 2,63 
s,u 21,0 
C 1,75 
> )1' • 1,75 -v~r. 
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Zusammenstellung der Sicherheitszahlen unter Bindereigengewicht 
T a f e 1 XXXI 
Bruchart Kippen Biegebruch Schubbruch 
\) 3,03 b,92 9,00 
BercchnunfZ der Kipl'last nach dem Verfahren von PET1'ERSS0N 
B JOO 
E = 105000 
G = 105000 
Kp/cm2 (aus Tafel XIV) 
= 52500 Kp/cm 2 
2 
JYo = 44540 
.l"eo = 74000 
D = 468 y 








Mit 1 = 15 m und f = 0,60 m erhält man aus 
(~L3f+ b,97 15 o,6 
3 . 
385 ( <J.l ) - 837 • 385 • 486 
die Kipplast zu (al'= · 
'f 4 9, 77 Np 
0 
'"'-'1c. = 9, 77 
b,15 
= 1,59 ..( i.,f-=..3 (nach seinen Emp.fehl.} 
D.h., die Sicherheit gegen K~1~en ist nach PETTEHSSON nicht 
ausreichend. 
BerechnunB der Kipplast nach dem Verfahren von HA~SELL/WINTER:, 
Demnach schreibt man (Bild b9) : 
15 Iy • 12 
= 19500 + 
+ ( \; 15) • 103 




Jt 25 153 ( 1 - 0,21 15 = . 3 25 
10 ( O, 15 + IT + 0 





,. 22600 + (X - 15) (l - 1,05) 3 x-15 
Für verschiertene x-Werte werden Iy und It ausgew~rtet. Die 
der x-wertc zu~ehöro~en B. sind der Tafel XXVII zu ent-
nehmen; und mit Hilf'e der 6'- e -Linie des Betons werden die 
Sekantenmorluln bestinunt. Somit können die Steifigkeiten be-
rechnet werden. Durch Probieren erhält man aus der Kippgleichung 
die gesuchte Kipplast, und z•ar 
(i/) = 12,00 Mp 
k 
Die nach dem genauen Verfahren berechnete Kipplast wird in 
Tafel XXII mit der nach den Näherun~sverfahren verglichen. 









Kritische Last Verf'asser PETTERSSON HANSELL/WINTEH 
(1lJk 1'1 Mt, 18,60 9,77 12,00 
Es lässt sich erkennen, dass die Näherungsverf'ahren die Kipplast 
unterschätzen. Das liegt darin, dass der Berechnung der Biege-
stceif'igkei t nach HANSELL/\l"INTEI< nur die Druckzone des gerissenen 
Querschnittes zugrunde gelegt ~~rde, Durch die Vernachlässigung 
der unterhalb der Nullinie liegenden Zone wird die tatsächliche 






repro + druck, 33 braunschweig, postfach 437, ruf 22132 
·' ,, 
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